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ERRATA

Finance Computationnelle et gestion des risques?

F.E. Racicot et R. Théoret

(or—0.)? 2 2
-p.163, ajouter : Puisque @ = 0407 — Uz—f - %, celaimplique que ding =

(crf - ag)dz.

-p.164, ajouter : Pour déterminer le processus de ¢, on peut procéder a un changement de

2
(Ufz dag) +

variable auquel on applique une expansion de Taylor du second degré?. Soit le changement de
variable entre xety : y = f(x) = exp(x), et définissons x = In 6) = Ing. En effectuant

I’expansion de Taylor sur y autour d’un point a arbitrairement prés de x, on a3:
dy =df(x) = f'(x)dx + %f”(x)dx2 = exp(x)dx + %exp(x) dx?> (1)

Nous n’avons plus qu’a remplacer chacun des éléments de (1) par leur valeur:

= L2t 4 (07 - 0p)dz| +22ax (2

3
ol dx? — lor=og). Jg) dt? + (or — o, ) dz? @dtdz(af — 04). Sachant que dt’ et dtdz
tendent vers O et que dz?=dt, on remplace ces valeurs dans (2):
_ 1 [(op=a9) 1f 2
dy—;[—gdt+(0f—ag)dz +55[0+(0f—ag) dt—O] (3)

2

= g(af - O'g)dZ =d (5) QED

p. 310, Tableau 10-3: Achat de I'action (et non vente de I'action).

I Modifier le texte des p. 163-164, soit de la fin dernier paragraphe de la page 163 jusqu’a I’équation (4) de la page
164 par cet errata.

2 Notons que Hull (2018, p. 658) dans son chapitre sur les martingales et mesures, explique que pour trouver le

. ) . 3 a P
processus de ¢, il suffit d’appliquer le lemme d’lto—dG = ( + o 4 %a—gbz) dt + %bdz—et de définir G de
maniére appropriée, e.g., x=In(f/g). Mais comme nous le montrons par les équations (1) a (3), il semble qu’un
changement de variable approprié soit requis. De plus, I'équation (2) n’est qu’une simple expansion de Taylor du
second degré, ce qui n’est pas exactement ou directement une application du lemme d’lto bien que celui-ci puisse
étre démontré par une application de I'expansion de Taylor.

3 Voir Racicot et Théoret (2016), annexe 4.1.
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INTRODUCTION

La gestion des risques financiers occupe une place de plus en plus dominante dans le
monde de la finance. A la suite des faillites en cascade d’institutions financiéres surve-
nues au cours des décennies 1970 et 1980 et attribuables, entre autres, a I’escalade du
loyer de I’argent et a la crise des changes, les institutions financiéres prétent de plus
en plus d’attention a la gestion des risques financiers auxquels elles sont confrontées.
Dans la foulée, la Banque des réglements internationaux, un organisme international
de surveillance des banques, a incité ses membres a développer des modeles de VaR
et a détenir un montant de capital suffisant de facon a faire face aux pertes éventuelles
établies par cette mesure du risque. Les banques ont di se doter de spécialistes qui
puissent mesurer les risques financiers auxquels elles sont vulnérables. Dans le méme
temps, une nouvelle catégorie d’ingénieurs financiers est apparue: les financial risk
Managers. Leurs connaissances dans les champs de la théorie des produits dérivés
et du calcul numérique doivent étre poussées.

Trés peu de manuels leur offrent la gamme compléte des théories et des outils
dont ils ont besoin pour gérer les risques des institutions dans lesquelles ils ceuvrent.
Et bien souvent, ces manuels sont trop complexes pour qui n’a pas des bases solides
en mathématiques. IIs s’intéressent davantage a la théorie qu’a la pratique, ce qui fait
que 1’étudiant en gestion des risques éprouve des difficultés a devenir opérationnel. A
I’évidence, il existe une carence d’outils dans un domaine qui évolue trés rapidement :
celui de la gestion des risques.

Notre manuel comblera, nous I’espérons, les lacunes que présentent les traités
pédagogiques actuels se rapportant a la gestion des risques. Sans négliger la théorie,
notre exposé vise a former des ingénieurs financiers qui soient trés a 1’aise pour
résoudre les divers problémes auxquels ils seront confrontés dans les institutions
financieres qui les emploieront. Le lecteur retrouvera donc dans notre manuel un tres
grand nombre de programmes écrits dans le langage Visual Basic (Excel) qui couvrent
la complexité des situations qu’il rencontrera dans sa vie professionnelle. On le sait,
le langage Visual Basic est de loin le plus utilisé dans la pratique financiere du fait de
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son accessibilité. Mais nous ne devons pas pour autant négliger le langage Matlab,
qui regroupe un grand nombre d’adeptes du milieu professionnel. C’est pourquoi
nous initions également notre lecteur a ce langage en programmant en code Matlab
de nombreux scénarios relevant de 1’analyse des risques. Apres lecture de notre traité,
le lecteur sera donc tres versatile et assez polyvalent pour s’attaquer a d’autres situa-
tions qui ne seraient pas envisagées ici. Il fera également montre de rigueur dans ses
présentations, une qualité qui, malheureusement, se perd de plus en plus.

Notre manuel permettra au passionné du domaine, et cela sans trop d’efforts,
de calculer, en faisant appel a la programmation, les prix d’un trés grand nombre
de produits exotiques et d’en concocter d’autres en utilisant les connaissances qu’il
aura acquises en matiere d’ingénierie financiere. Il pourra donc se révéler un treés bon
innovateur dans le domaine. Il saura également couvrir les risques des portefeuilles
de titres en utilisant les développements de pointe a ce chapitre. Les couvertures delta
et delta-gamma n’auront plus de mysteres pour lui. Il pourra également imaginer des
scénarios pour calculer la VaR de son portefeuille et pour assurer celui-ci. Il sera aussi
en mesure d’estimer le risque de crédit auquel est exposée une institution financiere.
Et ce ne sont 1a que quelques aspects pratiques de notre manuel. Nous donnerons a
ce sujet plus de détails ulté€rieurement.

Il va sans dire qu’un ingénieur financier doit disposer d’un bon bagage de
connaissances quantitatives s’il veut étre chevronné dans ce champ. Les institutions
financieres sont a la recherche d’employés qui maitrisent les aspects quantitatifs de la
finance. Tout en mettant 1’accent sur la pratique, le manuel que nous proposons vise a
donner au lecteur une solide formation en finance computationnelle, qui constitue le
premier volet du titre de ce livre. Par une pédagogie trés progressive qui est souvent
absente dans les traités concurrents, nous initions le lecteur aux méthodes quantitatives
de la finance, qui sont certes trées complexes mais que nous abordons de facon tres
graduelle de fagon a ce que le lecteur ait une connaissance approfondie de ces méthodes
et non la vision superficielle ou encyclopédique que transmettent bien souvent les
manuels concurrents. Nous voulons former un ingénieur financier talentueux qui a des
bases solides dans le domaine de la finance computationnelle. Sinon, sa formation se
déprécierait rapidement et il ne serait plus en mesure de faire face a la complexité et
aux exigences toujours grandissantes du monde financier. Il serait réduit au réle de
technocrate, voire de fonctionnaire de la finance. Incidemment, nous n’hésitons pas
a compléter notre manuel par des annexes qui rappellent a notre lectorat les bases de
I’algebre, au cas ou il les aurait oubliées. Notre lecteur peut méme devenir autodidacte
dans le domaine de la gestion des risques en lisant notre manuel.

Nous avons divisé notre traité en cinq parties. La premiere jette les fondements
de I’ingénierie financic¢re et de la gestion des risques. Pour introduire les produits
dérivés, nous examinons comment on peut modifier les flux monétaires des options
classiques d’achat et de vente de facon a formuler toute une gamme de stratégies de
placements. C’est dans ce contexte que nous abordons la programmation en Visual
Basic (Excel). Puis, nous plongeons d’emblée dans I'univers des processus stochas-



Introduction 3

tiques qui servent a modéliser les prix des actifs financiers. Le physicien francais
Bachelier est d’ailleurs le premier a avoir utilisé de tels processus pour rendre compte
des mouvements de la Bourse de Paris.

Nous avons choisi d’introduire les modeles de prix d’options en analysant
les options perpétuelles, qui comportent des solutions analytiques de prix. Dans ce
chapitre, nous sommes a méme de constater que le monde des affaires ne dispose pas
seulement d’options financieres mais également d’options réelles. Tout peut devenir
option ! Il suffit de bien conceptualiser la situation. Nous terminons la premiére partie
en examinant de facon détaillée le modele de Black et Scholes, qui constitue encore
le modele de référence dans le domaine de 1’ingénierie financiére méme si sa publica-
tion remonte déja a 1973. Nous y voyons comment on peut utiliser les « grecs» pour
couvrir des portefeuilles. Nous montrons de fagon détaillée, en nous aidant d’Excel,
comment effectuer une couverture delta et une couverture delta-gamma. Bien souvent,
les manuels ne font qu’effleurer cette question et le lecteur n’est alors pas en mesure
de programmer par lui-méme de telles couvertures. Le nétre fera de lui une personne
compétente en la maticre.

L’ingénieur financier doit disposer de nos jours d’une boite a outils trés étoffée.
Si autrefois il pouvait se contenter d’une calculatrice pour opérer, le développement
effarant de I’informatique et 1’apparition de situations de risque de plus en plus
complexes soulévent I’'impératif de la compréhension des principales techniques de
la finance computationnelle, ce a quoi s’attaque la partie 2 de notre traité. C’est dans
cette section que le lecteur fera 1’apprentissage des techniques de programmation
requises en finance computationnelle et en gestion des risques.

Nous ouvrons cette section sur les fondements du calcul numérique dans un
univers stochastique. Nous nouons connaissance, entre autres, avec les martingales
et 'univers risque-neutre. Puis nous expliquons les aspects théoriques et empiriques
des arbres binomiaux et trinomiaux, qui sont I’un des piliers du calcul numérique en
ingénierie financiére. Le lecteur sera a méme de constater que la détermination des
prix des produits dérivés s’effectue par arbitrage dans 1’univers risque-neutre et non
dans le monde réel. Nous y montrons méme comment construire un arbre trinomial
implicite, une technique récente de valorisation des options. Vient ensuite la simulation
de Monte Carlo, qui est fort utilisée notamment pour prendre en compte les multiples
dimensions du risque. Dans la partie 2, le lecteur est également invité a calculer les
prix des produits dérivés a 1’aide de la méthode des différences finies, qui permet de
solutionner de facon numérique des équations différentielles stochastiques. Finalement,
la partie 2 se distingue des autres manuels de finance computationnelle en abordant
I’équation de Bellman, aux plans tant théorique que pratique. Cette équation constitue
la base de la programmation dynamique qui est tres utilisée pour valoriser des options
américaines dont la date d’exercice, soit le stopping time, constitue un probléme qui
reléve de I’optimisation dynamique.
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La partie 3 introduit des aspects théoriques et pratiques de 1’ingénierie finan-
cieére qui sont essentiels a la profession. Nous traitons d’abord de fagon détaillée
les contrats a terme, qui sont tres utilisés dans les opérations de couverture. Nous y
voyons les emplois de divers contrats mis de I’avant par la Bourse de Montréal, qui
dispose d’un quasi-monopole en matiere de produits dérivés au Canada. On trouvera
dans les chapitres suivants de la partie 3 des sujets qui sont souvent traités de fagon
superficielle dans les autres traités de finance computationnelle et de gestion des
risques. L’exercice prématuré des options américaines retient d’abord notre atten-
tion. Dans cette section, nous montrons comment tracer les frontiéres d’exercice des
options américaines, un outil important pour ce qui concerne la valorisation de telles
options. Puis nous construisons des arbres binomiaux pour déterminer les prix des
options écrites sur des actions qui versent des dividendes. Ensuite nous abordons
des modeles de volatilité en rapport avec la valorisation des options. La volatilité est
en effet la variable-clé pour déterminer le prix d’une option. Nous présentons a cet
effet des modeles de volatilité stochastique qui sont simulés pour déterminer le prix
d’une option. Nous montrons également comment tracer des surfaces de volatilité qui
puissent renseigner sur la valorisation des options. Ce qui nous permet d’introduire
le concept du smile, qui donne a penser que 1’équation de Black et Scholes comporte
certaines faiblesses pour fixer les prix des obligations classiques.

L’ingénieur financier doit savoir comment déterminer les prix de nouveaux
produits financiers qui incorporent des options. En effet, les institutions financieres
sont toujours a I’afft de nouveaux produits pour soutenir la concurrence et il importe
que les prix de ces produits soient justes (fair). Or, la valorisation des produits dérivés
s’effectue essentiellement par le mécanisme de la couverture. Le colt du portefeuille
qui réplique les flux monétaires d’un produit dérivé constitue en effet le prix de ce
dernier. Notre chapitre sur les produits exotiques s’intéresse a 1’ensemble de ces
questions. En I’occurrence, il analyse la tarification d’une nouvelle catégorie hybride
de dépot introduite récemment par les banques canadiennes: le CPG indiciel. Cette
innovation allie la protection du capital a la participation aux mouvements haussiers
des cours boursiers. De tels produits structurés qui combinent instruments classiques
et options deviendront la norme dans ’avenir. Le défi qu’ils présentent aux ingénieurs
financiers s’avere donc substantiel et notre manuel leur permet de le relever avec brio
en leur présentant des programmes et des techniques appropriés. Finalement, la troi-
sieme partie de notre manuel s’intéresse a des sujets qu’escamotait le célebre modele
de Black et Scholes : les processus de sauts et le prix du risque. En effet, les processus
de diffusion sur lesquels repose le modele de Black et Scholes supposent 1’absence
de sauts. Nous nous interrogeons donc sur les incidences des sauts, qui représentent
des événements rares, sur la valorisation des produits dérivés. Nous analysons I'im-
pact du risque politique sur la rentabilité des projets d’investissement en utilisant des
processus de sauts, ce qui intéressera les investisseurs qui envisagent d’effectuer des
projets a 1’étranger. Finalement, la troisiéme partie de notre livre aborde 1’importante
question du prix du risque, qui doit étre envisagée quand les sous-jacents des produits
dérivés ne sont pas transigés. Le prix du risque revét une importance particuliere pour
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les dérivés sur taux d’intérét, car leur sous-jacent, soit le taux d’intérét, ne constitue
pas un actif transigé. Certains chercheurs négligent complétement le prix du risque,
mais 1’ingénieur financier se doit d’étre conscient des erreurs occasionnées par une
mise sous le boisseau de ce prix. Le prix du risque est également une variable qui
doit étre prise en compte dans la valorisation des options réelles, pour lesquelles le
sous-jacent, soit un projet d’investissement, n’est pas transigé.

La partie 4 de notre manuel présente a I’étudiant ou au spécialiste les méthodes
modernes de gestion des risques. Nous ouvrons cette section sur la VaR et sur les
autres mesures modernes du risque. La VaR est maintenant la mesure du risque la
plus utilisée dans les institutions financieres. Nous voyons comment la calculer en
supposant d’abord que la distribution des rendements est normale, puis en levant cette
hypothése. On sait en effet que la distribution des rendements présente des queues
épaisses. Si 1’on ne prend pas en compte le quatrieme moment de la distribution des
rendements, on risque de sous-estimer grandement la VaR. Le lecteur trouvera dans
notre chapitre sur la VaR plusieurs programmes écrits en Visual Basic qui sont assez
généraux pour étre représentatifs des diverses mesures de la VaR utilisées dans I’in-
dustrie financiere. Certes, il existe des mesures du risque plus appropriées que la VaR,
comme la CVaR. Notre chapitre fait donc état des mesures du risque de seconde géné-
ration qui devraient s’imposer dans 1’avenir. Ce chapitre renferme méme une fronticre
efficiente basée sur les cumulants. Cette frontiere présente I’avantage, en regard de la
frontiere classique due a Markowitz, de prendre en compte le quatriecme moment de
la distribution des rendements, ce qui donne lieu a des choix plus appropriés.

L’assurance de portefeuille est une autre méthode de gestion des risques que
doit bien maitriser ’ingénieur financier. Nous y consacrons donc un chapitre dans
lequel nous montrons d’abord comment construire un portefeuille qui duplique les
flux monétaires d’un portefeuille d’options. La compréhension des principes qui
guident le montage d’un tel portefeuille est en effet essentielle a I’étude de 1’assurance
d’un portefeuille. Nous simulons par la suite un portefeuille assuré, c’est-a-dire un
portefeuille dont la valeur ne peut baisser sous un certain seuil. Finalement, nous
présentons un programme qui reproduit la technique du coussin.

Le risque de crédit est par ailleurs un sujet de plus en plus scruté par les cher-
cheurs. Au cours de la décennie 1990 sont mémes apparus des produits dérivés congus
pour couvrir cette catégorie de risque. Notre chapitre ayant trait au risque de crédit
se donne pour objectif d’englober I’ensemble du sujet et s’avérera particulierement
intéressant pour les candidats au titre de Financial Risk Manager (FRM). Nous y
montrons comment modéliser la prime de défaut, puis nous analysons les modeles
de valorisation des produits dérivés du crédit, tel le swap de défaut de crédit, qui est
de loin le plus populaire.

Finalement, un modele prend de plus en plus de place dans le domaine des
dérivés sur taux d’intérét: le modele de Heath, Jarrow et Morton (HIM). C’est pour-
quoi nous avons décidé de lui consacrer tout un chapitre. Apres avoir approfondi les
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techniques de détermination des taux a terme, nous étudions comment on peut valoriser
les produits dérivés dans le cadre de ce modele. Nous comparons également le modele
HIJM a d’autres modéles, comme ceux de Ho et Lee et de Black et Karasinski.

Un manuel de finance computationnelle et de gestion des risques ne saurait
étre complet s’il ne se penche pas sur le calibrage des modeles de gestion des risques.
Notre partie 5 se consacre totalement a ce sujet. Un chapitre est consacré au calibrage
économétrique des processus stochastiques. A notre connaissance, il n’existe pas de
manuel ou de document qui considere le calibrage de tous les processus stochastiques
comme nous le faisons dans notre cinqui¢me partie. Nous montrons comment estimer
les parameétres des processus stochastiques suivants: mouvement brownien arithmé-
tique ; mouvement brownien géométrique; processus de retour vers la moyenne ou
processus Ornstein-Uhlenbeck ; marche aléatoire ; processus de sauts. L’estimation des
modeles stochastiques de taux d’intérét retient également notre attention. Nous appli-
quons ces modeles aux données bancaires, boursiéres et cambiales canadiennes.

Un produit dérivé ne saurait exister en I’absence de volatilité sur les marchés
financiers. L’estimation de la volatilité est donc un théme de premier ordre en finance
computationnelle. C’est 1 la justification de notre chapitre sur le filtre de Kalman, un
algorithme que nous utilisons pour estimer et prévoir la volatilité stochastique. Nous
comparons les prévisions obtenues par le filtre a celles qui découlent des modeles
GARCH (generalized autoregressive conditional heteroskedasticity).

A la partie 5 se retrouvent également des chapitres écrits par les profes-
seurs Christian Calmes et Juan Salazar, tous deux professeurs agrégés de finance a
I’Université du Québec en Outaouais. Les professeurs Calmes et Salazar s’intéressent
a la volatilité et au risque bancaires.

Par son contenu trés étoffé en programmes inédits ayant trait aux diverses
facettes de la théorie des risques, notre manuel confronte le lecteur aux principales
situations qu’est susceptible de rencontrer un gestionnaire des risques. Cette fonction
est fort complexe, mais nous avons essay€ de démystifier le sujet en amenant progres-
sivement notre lecteur & un haut niveau d’expertise dans ce domaine. Ce manuel
s’avere un complément essentiel a nos traités suivants, déja publiés aux Presses
de I’Université du Québec: Traité de gestion de portefeuille (4° édition); Le calcul
numérique en finance empirique et quantitative (2° édition); Traité d’économétrie
financieére; Traité de gestion bancaire. Armés de I’expertise que lui procurent ces
écrits, le lecteur sera en mesure d’affronter le monde, souvent jugé hermétique, de la
finance computationnelle et de la gestion des risques.



Partie

1

, LES BASES

DE LINGENIERIE FINANCIERE
ET DE LA GESTION

DES RISQUES






CHAPITRE

1

INTRODUCTION
AUX OPTIONS ET AUX STRATEGIES
SUR OPTIONS CLASSIQUES'

Les options transigées sur les marchés de gré a gré? existent depuis bien longtemps,
mais I’introduction d’options sur des marchés organisés a coincidé avec le lancement
de la célebre formule de Black et Scholes ayant trait au calcul du prix d’une option
d’achat européenne écrite sur une action ne versant pas de dividendes. Par la suite,
bien d’autres types d’options sont apparus, les institutions financicres s’étant mises en
devoir de développer de nouveaux produits dérivés toujours davantage susceptibles
de mieux répondre aux besoins de leurs clients en matiere de couverture et de gestion
des risques. De telles options sont dites exotiques et se transigent habituellement sur
les marchés de gré a gré.

Dans ce chapitre, nous nous ouvrirons au monde des options en définissant
dans un premier temps les options classiques d’achat (call) et de vente (put), puis
nous nous intéresserons aux diverses stratégies que 1’on peut formuler a partir de
ces options de base. Nous verrons qu’un investisseur peut de la sorte modifier les
flux monétaires ou payoffs d’une option de maniére a les adapter a ses prévisions en
regard des variables financieres.

1. Au chapitre des stratégies sur options, on pourra consulter les ouvrages suivants: Bellalah (2003),
Gestion des risques et produits dérivés classiques et exotiques, Dunod, Paris; McMillan (2002),
Options as a Strategic Investment, Institute of Finance, New York.

2. Over-the-counter, en anglais.
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1. LES OPTIONS CLASSIQUES: LES CALLS (OPTIONS D’'ACHAT)
ET LES PUTS (OPTIONS DE VENTE) EUROPEENS

Un call écrit sur une action est un titre qui donne le droit d’acheter une action a un prix
d’exercice déterminé, disons X, jusqu’a sa date d’échéance. Le call est dit européen
s’il ne peut étre exercé qu’a son échéance. Exercer un call signifie prendre possession
de I’action en payant le prix d’exercice X. Le call disparait alors. Par ailleurs, un call
est dit américain s’il peut étre exercé en tout temps jusqu’a son échéance.

Le payoff d’un call européen écrit sur une action ne versant pas de dividende
est égal au montant suivant a son échéance :

payoff =(S; - X)’

ou S; est le prix de I’action sous-jacente a I’échéance de I’option et ou
(S;—X)" = MAX(S; = X,0). Le payoff d’une option est donc toujours positif ou
nul. Pour I’acheteur d’un call, le payoff est représenté a la figure 1.1.

FIGURE 1.1 Payoff d’un call européen a I’échéance (acheteur)
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La figure 1.1 représente le payoff que peut espérer 1’acheteur du call a son
échéance selon le prix de I’action qui prévaudra a ce moment-13, ledit call ayant un
prix d’exercice de 35$. Mais le vendeur de ce call a un payoff qui est I'inverse de
celui de I’acheteur, c’est-a-dire que:

payoff =—(S; - X)+

Comme I’indique la figure 1.2, le payoff du vendeur du call est a I’inverse de celui
de I’acheteur et s’avere négatif lorsque le prix de 1’action dépasse le prix d’exercice,
ici 358. Le vendeur est cependant compensé par 1’acheteur qui lui verse une prime,
soit le prix proprement dit de 1’option, dont la modélisation fera I’objet des prochains
chapitres.
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FIGURE 1.2 Payoff d’un call européen a I’échéance (vendeur)
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Tournons-nous maintenant vers le put, I’autre option classique. Celle-ci donne
le droit a son détenteur de vendre une action au prix d’exercice, disons X, jusqu’a
son échéance. Comme le call, le put peut étre européen ou américain.

Pour le détenteur, le payoff d’un put a son échéance est le suivant:

payoff = (X - ST)
L’évolution de ce payoff en fonction du prix de 1’action, a I’échéance du put, se

retrouve a la figure 1.3.

FIGURE 1.3 Payoff d’un put a I’échéance en fonction de S (acheteur)
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Le vendeur du put a un payoff inverse de celui de I’acheteur, c’est-a-dire :

payoff = —(X —ST)+

Comme l'indique la figure 1.4, le payoff du vendeur du put est négatif des
que le prix de I’action, a I’échéance de I’option, se situe en de¢a du prix d’exercice.
L’acheteur de I’option le compense pour ce risque en lui versant une prime, soit le
prix du put.
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FIGURE 1.4 Payoff d’un put a ’échéance en fonction de S (vendeur)
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Il est d’ores et déja possible de formuler les stratégies les plus simples que les acheteurs
et les vendeurs de calls et de puts peuvent imaginer.

Attardons-nous d’abord aux calls. Comme on peut le constater a la figure 1.1,
le gain d’un détenteur de call est d’autant plus important que le prix du sous-jacent,
en I’occurrence I’action, 1’est également. En fait, on dit qu’une option d’achat est a
la monnaie® si le prix de I’action est égal au prix d’exercice et dans la monnaie* si le
prix de I’action est supérieur au prix d’exercice. Par contre, si le prix de ’action est
inférieur au prix d’exercice, le call est en dehors de la monnaie®. Par conséquent, le
détenteur d’un call est d’autant plus favorisé que son option est davantage dans la
monnaie. Lorsqu’il anticipe une hausse du prix d’une action, I’investisseur aura donc
tendance a acheter des calls sur cette action de fagon a engranger des profits. L’achat
de calls est donc une stratégie bullish.

Il ne faut pas croire cependant que 1’achat de calls comporte un risque minimal.
En effet, si le prix de I’action demeure en deca du prix d’exercice, le détenteur du
call subit une perte égale a la prime qu’il a payée pour se porter acquéreur du call.
MéEme si nous anticipons sur des développements ultérieurs, disons que le rendement
espéré d’un call est plus important que celui de 1’action sous-jacente, I’investissement
dans des calls étant similaire a un portefeuille d’actions financé par voie d’emprunts.
L’investissement dans un call comporte donc un levier qui rehausse son rendement
espéré en regard du sous-jacent de cette option. Mais ce levier augmente également
le risque de I’option en regard de son sous-jacent.

Pour sa part, le vendeur du call fait face a un payoff négatif quand le prix de
I’action excede le prix d’exercice de ’option vendue. Certes, il encaisse une prime
lorsqu’il vend un call, laquelle correspond au prix de I’option. Sa stratégie sera donc
de vendre des calls en dehors ou tres en dehors de la monnaie de maniere a éviter que
le prix de I’action ne vienne se situer au-dessus du prix d’exercice du call a I’échéance

3. At-the-money, en anglais.
4. In-the-money, en anglais.
5. Out-of-the-money, en anglais.
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de I’option, ce qui se traduirait par I’exercice du call. Une telle stratégie de la part du
vendeur est appropri€ée quand le marché boursier est relativement stable ou orienté
a la baisse. Qui plus est, un investisseur peut avoir par-devers lui des actions qui lui
font subir des pertes. Il peut donc vendre des calls en dehors de la monnaie écrits sur
ces actions de facon a encaisser les primes. Si jamais le marché de celles-ci remonte
rapidement, il disposera de ses actions si I’exercice se produit.

Déplacons-nous maintenant vers des stratégies élémentaires impliquant les
puts classiques. Un put est a la monnaie si le prix de ’action sous-jacente est égal
au prix d’exercice du put. Il est dans la monnaie si le prix de I’action est inférieur
au prix d’exercice et en dehors de la monnaie, si le prix de I’action est supérieur au
prix d’exercice.

Par conséquent, un investisseur détiendra un put écrit sur une action lorsqu’il
anticipera une baisse de prix de ladite action. L’achat de puts correspond donc a une
stratégie bearish. Nous laissons au lecteur le soin d’imaginer une stratégie que pourrait
suivre le vendeur d’un put en s’inspirant de celle du vendeur d’un call.

2. LA PARITE PUT-CALL

Avant d’introduire d’autres stratégies sur options plus complexes, nous nous attardons
a une relation qui nous permettra d’imaginer certaines stratégies sur options, soit la
parité put-call. Cette relation entre le prix d’un put européen (P) et le prix d’un call
européen (C) de méme prix d’exercice X et de méme durée (T) et dont le sous-jacent
ne verse pas de dividendes est la suivante:

P,=C,—S,+Xe™"
ou r est le taux sans risque.

Une fois que I’on a calcul€ le prix du call, on peut donc calculer le prix du
put en soustrayant le prix actuel de I’action et en ajoutant la valeur actualisée du prix
d’exercice. Cette relation fait appel au concept d’absence d’arbitrage. Pour démontrer
la parité put-call, situons-nous a I’échéance T des options et écrivons la parité put-
call comme suit:

P +S;=C;+X

Les deux parties de cette équation représentent chacune deux portefeuilles. Le premier
est constitué d’un put et d’une action. Le second est constitué d’un call et d’un prét
d’un montant X. Le tableau 1.1 fournit la valeur de ces portefeuilles selon que le prix
de I’action est supérieur ou inférieur au prix d’exercice a I’échéance.
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TABLEAU 1.1
Pr+S; C,+X
S;>X S Sy
S, <X X X

On constate au tableau 1.1 que les deux portefeuilles ont les mémes payoffs
a I’échéance quel que soit I’état de la nature qui prévaut alors. Envisageons par
exemple la situation pour laquelle S; = X. Le portefeuille constitué d’un put et d’une
action vaut alors S;. En effet, le put n’est alors pas exercé puisqu’il a un payoff nul.
La valeur du portefeuille est alors de S,.

Que vaut par ailleurs le portefeuille constitué d’un call et d’un prét dans
les mé&mes circonstances ? Le call est alors exercé et son payoff est de (S; — X). La
valeur du portefeuille est (S; — X + X), soit S;. Les deux portefeuilles ont donc la
méme valeur quand S, = X. Et’on tient le méme raisonnement pour démontrer qu’ils
ont la méme valeur lorsque S; < X. Leur valeur respective est alors de X.

Comme les deux portefeuilles donnent des flux monétaires identiques a
I’échéance, leur valeur actuelle doit 1’étre également pour €viter tout arbitrage. On
peut donc écrire:

P, +S,=C,+Xe™"
soit:

P,=C,—S,+Xe"
C’est la la parité put-call.

On peut également formuler la parité put-call en termes du prix d’un contrat
a terme® sur une action. Ce contrat oblige la livraison de I’action a 1’échéance du
contrat a un prix déterminé a ’avance, disons X. Son payoff a I’échéance est donc
de: (S; — X). Ce payoff peut donc étre négatif puisque le contrat a terme oblige son
détenteur a prendre livraison du sous-jacent. On peut comparer ce payoff a celui d’un
call qui est de: (S — X)*. Lorsque S, = X, le contrat a terme et le call correspondant
procurent les mémes payoffs. Mais lorsque S, < X, le payoff du contrat a terme est
négatif alors que le payoff du call est nul, le détenteur du call ayant alors le privilege
de ne pas exercer son option.

6. Il s’agit ici d’un contrat a terme de gré a gré, soit un contrat forward en anglais.
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Pour éviter tout arbitrage, on peut prouver que le prix a terme F; est égal a:
T
F, =S,e
En substituant cette équation dans celle de la parité put-call, on a:
-7
Py =Cy—(Fy— X)e™

C’est la la parité put-call exprimée en termes du prix a terme de I’action.

3. STRATEGIES POUR MODIFIER LES PAYOFFS DES CALLS
ET DES PUTS A L'ECHEANCE

Dans ce qui suit, nous adoptons une approche graphique pour représenter les straté-
gies d’options. Considérons en premier lieu les payoffs d’un call a I’échéance. Nous
les représentons en termes de leur pente en regard du prix de I’action sous-jacente.
Comme on peut le constater a la figure 1.1, jusqu’au prix d’exercice, la pente du call
est nulle en regard du prix de I’action. Passé le prix d’exercice, la pente du call est
de +1. Le vecteur qui représente les payoffs d’un call est donc: (0,+1). La figure 1.5
donne la représentation graphique du call envisagé dans cette optique.

FIGURE 1.5 Payoffs d’un call

Call

+1

S = prix de I'action

Si I’on vend un call, on aura les payoffs inverses, c’est-a-dire: —-C = (0,—1).

Si I’on considére maintenant la figure 1.3, qui représente 1’achat d’un put, on
constate que sa pente est de —1 jusqu’au prix d’exercice et de 0 par la suite. L’achat
d’un put peut donc étre représenté par le vecteur: (—1,0), comme I’indique la figure 1.6.
Si I’on vend un put, les payoffs s’ inversent: —(—1,0) = (1,0).
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FIGURE 1.6 Payoffs d’un put

Put

0

S = prix de I'action

Par quel vecteur peut-on représenter les payoffs du sous-jacent du call ou du
put, soit I’action, en suivant la méme logique ? Comme 1’indique la figure 1.7, les
payoffs de I’achat d’une action peuvent étre représentés par le vecteur (+1,+1), S,

étant le prix actuel de I’action. Les payoffs de la vente a découvert d’une action sont
donc de: (-1,-1).

FIGURE 1.7 Payoffs d’une action
Payoff
+1
SO
S
/ +1

Il est a remarquer qu’un contrat a terme écrit sur cette action a le méme

vecteur de payoffs que 1’action elle-méme puisque le contrat a terme livre I’action a
son échéance.
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3.1. Le protective put

Envisageons une premiere stratégie basée sur la parité put-call. On achete un contrat
forward et on achete un put. Selon la parité put-call, les payoffs de cette stratégie
sont ceux d’un call. En effet, on peut écrire la parité put-call comme suit a I’échéance
des options:

E + (S-X) = c

payoffs du put payoﬁ‘_smom_rat:i terme payoffs d’un call

Si I’on combine les payoffs d’un contrat a terme a ceux d’un put, on retrouve ceux
d’un call. On peut également obtenir cette expression en se servant de la propriété
suivante de la fonction MAX:

MAX (X,Y) + Z = MAX (X+Z, Y+Z)

La combinaison des payoffs d’un put et d’un contrat a terme donne alors:
MAX(X-S;,0)+ (S;-X) =MAX(0,S;-X)
S — [ — —

payoffs du put payoffs d’un contrat a terme payoffs d’un call

Ainsi, en ajoutant aux payoffs d’un contrat a terme ceux d’un put, on tronque la
distribution des payoffs du contrat a terme en retranchant tous les payoffs négatifs
qui pourraient survenir de la détention du contrat a terme. On se retrouve avec une
distribution qui ne comporte que des payoffs positifs. Cette stratégie est, a raison,
appelée protective put en anglais.

Les vecteurs des payoffs de la stratégie protective put sont les suivants:
(+1,+1) + (-1,0) = (0,+1)

On retrouve donc les payoffs d’un call.

La stratégie du protective put est représentée a la figure 1.8. Les payoffs de
la stratégie sont, au pire, nuls, mais on doit payer la prime du put pour obtenir une
telle protection. C’est 1a la premiere forme de couverture que nous envisageons dans
ce manuel.
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FIGURE 1.8 Le protective put
+1
+1 Forward
+
Put
0
-1
Call
0 +1

On peut définir le protective put sur 1’action elle-méme comme c’est le cas dans la
théorie de I’assurance de portefeuille. Le portefeuille est alors composé d’une action
et d’un put. Le payoff de ce portefeuille est alors, a 1’échéance du put:

S; + MAX(X=S;,0)= MAX(X,S;)

Le put qui s’ajoute au portefeuille fait en sorte que sa valeur ne diminuera pas en deca
du prix d’exercice du put. Un gestionnaire qui veut empécher que son portefeuille ne
tombe en deca d’une certaine valeur doit donc trouver des options de vente dont le
prix d’exercice correspond au plancher recherché.

3.2. Reproduction d'un put

Toujours selon la parité put-call a I’échéance des options, on peut écrire :
P=C-(S;-X)

On peut également en arriver a ce résultat en exploitant la propriété précédente
de la fonction MAX:

MAX(S; -X,0)-  (S;-X) =MAX(0,—(S; - X))=MAX(0,X-5;)

payoffs d’un call payoffs d’un contrat a terme payoffs du put



Introduction aux options et aux stratégies sur options classiques 19

Ainsi, en combinant les payoffs d’un call a ceux d’un contrat a terme, on obtient
ceux d’un put. Par conséquent, si ’on vend a découvert un contrat a terme et si 1’on
achete un call, la distribution des payoffs de la vente a découvert ne comprend plus
de payoffs négatifs. C’est la une autre forme de couverture. En termes des vecteurs
de payoffs, cette stratégie s’écrit:

O,1) + (-1,-1) = (-1,0)

La combinaison donne bien les payoffs d’un put.

3.3. Reproduction de I'instrument sous-jacent

Acheter un call et vendre un put revient a reproduire 1’instrument sous-jacent, ici
I’action. En effet, en termes des vecteurs de payoffs, on a:

0, +1) - (-1,0) = (+1,+1)

3.4. Le covered call

Vendre un call et détenir une action, ici un contrat a terme sur cette action, de fagon
a couvrir cette action, se traduit par les vecteurs de payoffs suivants:

—0, +1) + (+1,+1) = (+1,0)

C’est 1a la stratégie du covered call. Cette stratégie est représentée a la figure 1.9.
Tant que le prix d’exercice n’est pas atteint, le call n’est pas exercé: le covered
call se comporte comme une action habituelle. Passé le prix d’exercice, tout ce que
I’investisseur gagne sur son action, il le reperd sur la vente de son call qui est alors
exercé: il n’encaisse alors ni gain, ni perte. Comme on peut le constater a la figure
1.9, le covered call correspond a la vente d’un put.

3.5. Ecart bull

Il existe trois stratégies possibles pour un investisseur optimiste, ¢’est-a-dire qui anti-
cipe une tendance a la hausse des cours boursiers. Par ordre croissant de risque, ces
stratégies sont: acheter I’action (contrat a terme) ; acheter un call (action financée par
emprunt ou levier) ; vendre un put. Dans une stratégie dite « écart bull», un investisseur
est prét a abandonner une partie du potentiel a la hausse de 1’action pour mieux se
protéger contre une baisse. En vertu de cette stratégie, il achéte un call sur une action
au prix d’exercice E, et il vend un call sur cette méme action au prix d’exercice E,,
avec E, >E,.
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FIGURE 1.9 Le covered call
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Pour le call acheté au prix d’exercice E|, le vecteur des payoffs est le suivant:
(0,+1,+1). En effet:

si S <E, payoff =0
siE, <S<E, payoff =1
siS>E, payoff =1

Par contre, pour le call vendu au prix d’exercice E,, le vecteur de payoffs est: (0,0,-1),
c’est-a-dire:

si S<E, payoff =0
siE, <S<E, payoff=0
siS>E, payoff = -1
En combinant ces deux instruments, on obtient 1’écart bull :
0,+1,41) + (0,0,-1) = (0,+1,0)

Cette stratégie est représentée a la figure 1.10. L’investisseur gagne entre E, et E,.
Passé E,, I’option d’achat qu’il a vendue est exercée. Il subit alors une perte, mais elle
est compensée par 1’autre option qu’il a achetée. Avant E, aucune des deux options
n’est exercée, mais 1’investisseur retient la prime sur le call qu’il a vendu.
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FIGURE 1.10 L’écart bull

+1
+1

Acheter un calla E,

0
+
0 0
_, Vendreun callaE,
0
+1

0

3.6. La vente de I'écart bull: I'écart bear

Cette stratégie consiste a vendre un call au prix d’exercice E, et a acheter un call au
prix d’exercice E,. Les payoffs de cette stratégie sont les suivants:

0,-1,-1) + (0,0,+1) = (0,-1,0)

Si S < E,, I'investisseur retire la prime sur le call vendu. Si E, < S < E,, 'investisseur
perd sur le call vendu, puisqu’il est exercé. Si S > E,, I’investisseur perd sur le call
vendu, mais cela est compensé par ses gains sur le call acheté. On peut donc constater
que lorsque I’investisseur détient un écart bear, il spécule sur une baisse du prix de
I’action, le vecteur des payoffs ne comportant pas de +1 et incorporant un —1. Il limite
cependant son potentiel de perte en payant une prime sur le call qu’il achete : il limite
par le fait méme son potentiel de perte passé E,.
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Nous allons maintenant examiner quelques stratégies qui visent a tirer parti
de la volatilité du prix du sous-jacent: les fourches (straddles) et les papillons
(butterflies).

3.7. Le straddle

On sait que la valeur d’un call augmente si le prix de ’action augmente et que la
valeur du put augmente si le prix de I’action diminue. Si I’on hésite sur la tendance
du prix de I’action mais que 1’on prévoit que la variation du prix de I’action (hausse
ou baisse) sera importante, on peut acheter un call et un put au méme prix d’exercice.
Cette stratégie est appelée «fourche » (straddle). Le vecteur de payoffs d’un straddle
est le suivant:

0,+1) + (-1,0) = (-1,+1)

Le schéma d’un straddle apparait a la figure 1.11.

Le coflt du straddle est la somme des primes du call et du put. Le straddle
rapportera donc un profit si la variation absolue du prix de I’action (a la hausse ou
a la baisse) suffit a éponger les deux primes. A titre d’exemple, une telle stratégie
peut étre suivie lors d’une élection (le marché monte si tel parti est élu et baisse si
tel autre est élu) dont le résultat est trés incertain.

FIGURE 1.11 Straddle

Achat d'un call

Achat d'un put

= Achat d'un straddle




Introduction aux options et aux stratégies sur options classiques 23

3.8. Le papillon (butterfly)

Cette stratégie est similaire a un straddle, mais elle est bornée a gauche et a droite par
des ailes refermées. Cette stratégie peut €tre obtenue de la fagon suivante. Il existe
trois calls sur une action dont les prix d’exercice sont les suivants:

E, <E, <E;

Pour créer un butterfly, il suffit de vendre un call a E,, d’acheter deux calls a E,
et de vendre un call a E,. La somme de ces trois transactions donne la stratégie du
butterfly.

Reproduisons la stratégie du butterfly dans un chiffrier Excel. Pour ce faire,
nous nous servons de la fonction du tableau 1.2, écrite en Visual Basic, qui donne le
payoff d’un call a I’échéance.

TABLEAU 1.2 Fonction Visual Basic du payoff
d’un call a ’échéance

Function callpayoff(S, X)
callpayoff=Application.Max(S-X, 0)

End Function

Nous imaginons qu’il existe trois calls en tout point identiques sauf que le prix
d’exercice différe de I’'un a I'autre. Ces trois prix d’exercice sont respectivement de
25,40 et 60. A partir de la fonction du tableau 1.2 et de la commande Excel: Données/
Table, nous calculons les payoffs de chaque call pour les trois prix d’exercice pour
des prix d’actions variant entre O et 100 et nous sommons les résultats en appliquant
la formule du butterfly. Le résultat apparait au tableau 1.3. A titre d’exemple, dans
la cellule S,, se retrouve la formule suivante:

=-P,+2%Q,-R,,
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TABLEAU 1.3

Les composantes d’un butterfly

0 Pl o] r [|s|T
10 Prix d’exercice
11 |Prix action 25 40 60 |Butterfly
12 5 0 0 0| 0
13 10 0 0 0| 0
14 15 0 0 0| 0
15 20 0 0 0| 0
16 25 0 0 0| 0
17 30 5 0 0| -5
18 35 10 0 0|-10
19 40 15 0 0|-15
20 45| 20 5 0|-10
21 50| 25 10 0| -5
22 55| 30 15 0| 0
23 60| 35 20 0| 5
24 65 40 25 5 5
25 70 45 30 10 5
26 75 50 35 15 5
27 80 55 40 20 5
28 85| 60 45 25 5
29 90 | 65 50 30 5
30 95| 70 55 35 5
31 100 75 60 40 5
32

Finalement, le graphique du butterfly apparait a la figure 1.12.

FIGURE 1.12

Stratégie du butterfly

100
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RESUME

Ce chapitre ne visait qu’a nous introduire au monde des produits dérivés. Pour ce
faire, nous avons montré comment, en combinant les deux types d’options classiques,
call et put, on pouvait concocter une stratégie de payoffs susceptible de répondre aux
exigences d’un investisseur en matiere de rendement et de risque. Nous avons vu que
les options classiques pouvaient tout autant servir a couvrir une position qu’a spéculer
sur les tendances des marchés. Un investisseur qui éprouve un degré élevé d’aversion
pour le risque se dirigera vers le premier type de stratégie alors que celui qui craint
moins le risque adoptera la seconde catégorie.

Les options servent donc, entre autres, a modifier la distribution des flux
monétaires de leurs sous-jacents, qui constituent en fait les instruments financiers de
base. Si ’on veut couvrir en partie une position, on penchera vers une distribution
des rendements tronquée qui efface les flux monétaires négatifs. Certes, une telle
distribution comportera un cot, c’est-a-dire les primes payées sur les options qui ont
permis de construire une telle distribution. Si I’on supprime tout risque, on ne pourra
guere espérer un taux de rendement supérieur au taux sans risque. Par ailleurs, on
peut avoir recours a ’effet de levier inhérent a I’option pour dégager un rendement
espéré supérieur a celui du sous-jacent. Mais étant tres risquée, une telle stratégie ne
convient guére a I’investisseur moyen.






CHAPITRE

2

INTRODUCTION
AUX PROCESSUS STOCHASTIQUES

Un processus stochastique est une série de variables aléatoires qui traduit leur évolution
au cours du temps. Ces processus ont commencé a envahir la finance moderne a la
suite de la parution du fameux article de Black et Scholes ayant trait a la valorisation
d’une option d’achat européenne €crite sur une action ne versant pas de dividendes.
Depuis, les processus stochastiques ont envahi tous les champs de la finance : théories
de portefeuille, finance corporative, gestion des risques, ingénierie financiere, finance
internationale et, certes, la théorie des produits dérivés.

Dans ce chapitre, nous introduisons le lecteur aux processus stochastiques
les plus courants: le processus de Wiener, le mouvement brownien arithmétique, le
mouvement brownien géométrique, le processus Ornstein-Uhlenbeck ou processus de
retour vers la moyenne, et le processus d’It6, qui est la version généralisée de 1’en-
semble des processus. Ce faisant, nous fournissons au lecteur des programmes €crits
en Visual Basic de maniere a ce qu’il puisse simuler ces processus par lui-méme, ce
qui lui permettra de mieux les maftriser.

1. Le pProceEssus DE WIENER

Le processus de Wiener, que nous désignons par dz', est basé sur la loi normale.
Une variable aléatoire X obéit a une loi normale si sa fonction de densité est la
suivante :

_(xn)?
e 202

1
o) = m

1. 1l est également courant dans la littérature financicre de désigner un processus de Wiener par dW.
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La loi normale est donc enti¢rement caractérisée par ses deux premiers moments.

Un processus de Wiener (dz) s’écrit comme suit:

dz=£\/a

ol € ~N(0,1) et ou dt désigne un petit intervalle de temps, encore désigné par «pas ».
L’espérance de dz est égale a:

E(dz)= E[ex/a]=x/aE(s):O

Par ailleurs, la variance de dz est égale a:

V(dz) = E(dz?)-[E(dz) ] = E(dz?) = E(&%dt) = dtE(e?) = dit

L’écart-type d’un processus de Wiener est donc égal a JE, d’ou I’adage que I’in-
certitude augmente avec la racine carrée du temps. Des lors, la diversification des
rendements dans le temps est possible en ce sens que le risque d’un portefeuille s’at-
ténue au fur et a mesure que I’horizon d’investissement est repoussé. Au tableau 2.1,
on retrouve un programme écrit en Visual Basic (Excel) qui nous permet de simuler
un processus de Wiener.

TABLEAU 2.1  Sous-routine Visual Basic de la simulation
d’un processus de Wiener

Sub Wiener( )

T=1

N=100

dt=T /N

Fori=1To 100

Randomize
eps=Application.WorksheetFunction.NormSInv(Rnd)
Range(“Wien").Offset(i, 0)=eps*Sqr(dt)

Next i

End Sub

La figure 2.1 retrace une trajectoire d’un processus de Wiener €tablie a partir de la
sous-routine du tableau 2.1. La période est d’un an et elle a été divisée en 100 sous-
périodes. On remarque que dz fluctue de facon aléatoire sans tendance manifeste.
Cette variable obéit en fait 2 une marche aléatoire. A la figure 2.2, nous avons divisé
la période en 1000 plut6t qu’en 100 sous-intervalles. Le caractere aléatoire de la série
est encore plus manifeste.
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FIGURE 2.1 Processus de Wiener (N = 100)
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FIGURE 2.2 Processus de Wiener
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Avant de poursuivre, nous devons nous arréter sur un aspect technique de la
construction de la sous-routine que I’on retrouve au tableau 2.1, a savoir la génération
de nombres aléatoires a partir d’une distribution donnée. Le principe est toujours
le méme. Il s’agit dans un premier temps de tirer un nombre aléatoire a partir de la
distribution uniforme, ce nombre se situant alors entre O et 1. Ensuite, il suffit d’in-
verser la fonction cumulative de la distribution désirée, ici la distribution normale,
pour trouver le nombre aléatoire désiré, la probabilité cumulative se situant en effet
entre 0 et 1. Pour illustrer cette méthodologie, considérons la figure 2.3, qui donne
la fonction de distribution cumulative de la loi normale.

FIGURE 2.3 Fonction cumulative de la loi normale
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Disons que ’on ait tiré le nombre 0,5 a partir de la distribution uniforme. La
figure 2.3 nous dit alors que le nombre aléatoire correspondant dans une distribution
normale est de 0. On parle ainsi d’inversion de la fonction cumulative, car c’est
I’abscisse et non 1’ordonnée de la fonction cumulative qui nous fournit le nombre
aléatoire désiré.

Comme on peut le constater aux figures 2.1 et 2.2, le processus de Wiener, qui
est basé sur la loi normale, n’autorise pas de sauts du c6té de la variable dz. Or, les
variables financieres font parfois montre de sauts. Pour arriver a faire sursauter une
série, une technique est de tirer des nombres aléatoires générés par une distribution
qui fait montre d’un exces de leptokurtisme en regard de la normale.

L’une de ces fonctions est la fonction gamma. La fonction gamma, caractérisée
par les deux parametres « et (3, se définit comme suit:

F(x|0up) = Wx“e

ol T'(a) est la fonction gamma définie comme:

|
™| x

I'(a)= '[ya’le’ydy
0

A noter que si ou=n et que n est un entier, on a alors le résultat suivant:
r'(n)=(n-1)

La moyenne d’une variable aléatoire X qui obéit a une distribution gamma est de:
E(X)=op

Et sa variance est de:

Le tableau 2.2 fournit un programme écrit en Visual Basic qui transpose le processus
de Wiener dans le cadre d’une distribution gamma, et la figure 2.4 montre I’évolu-
tion d’un tel processus. Comme on peut le constater a la lecture de cette figure, de
nombreux sauts se manifestent dans un tel processus stochastique, en ce sens que ces
sauts s’éloignent de beaucoup plus d’écart-types de la moyenne que ne 1’autorise la
distribution normale.
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TABLEAU 2.2 Sous-routine Visual Basic d’un processus aléatoire
établi a partir de la distribution gamma

Sub Gamma( )

T=1

N=100

dt=T /N

For i=1 To 1000
eps=Application.WorksheetFunction.Gammalnv(Rnd, 1, 2)
If Rnd<=0.5 Then

eps=-eps

Else

eps=eps

End If

gam=eps*Sqr(dt)
Range(“gam”).0ffset(i, 0)=gam
Next i

End Sub

FIGURE 2.4 Processus stochastique : loi gamma
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La distribution de Student est une autre distribution qui fait montre de leptokur-
tisme en regard de la normale et qui est de plus en plus utilisée dans la modélisation
des prix des produits dérivés. Soit Z, une N(0,1) et X(zr) , une variable aléatoire chi-

. . Z o .
carré avec r degrés de liberté. Alors T = ﬁ a une distribution t (Student) qui
X Ir
est notée t,. Elle est symétrique autour de 0, mais tend vers la distribution normale
lorsque le nombre de degrés de liberté se dirige vers I’infini.

Le tableau 2.3 fournit un programme écrit en Visual Basic qui transpose le
processus de Wiener dans le cadre d’une distribution de Student avec 5 degrés de
liberté, et la figure 2.5 prend acte de I’évolution d’un tel processus. Encore une fois,
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des sauts treés apparents se font jour lors du déroulement du processus stochastique de
la série; ils sont d’autant plus amples que 1’on réduit le nombre de degrés de liberté
de la distribution de Student.

TABLEAU 2.3 Sous-routine Visual Basic d’un processus aléatoire
établi a partir de la distribution t de Student
avec 5 degrés de liberté

Sub Student( )

T=1

N=1000

dt=T/N

For i=1 To 1000

Randomize
eps=Application.WorksheetFunction.TInv(Rnd, 5)
If Rnd<=0.5 Then

eps=-eps

Else

eps=eps

End If

stud=eps*Sqr(dt)
Range(“stud”).0ffset(i, 0)=stud
Next i

End Sub

FIGURE 2.5 Processus stochastique : loi de Student
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Nous consacrerons un autre chapitre aux processus de sauts. Au lieu de modifier
la distribution au sein de laquelle sont tirés les nombres aléatoires, nous superposerons
plutét aux mouvements browniens traditionnels un processus de Poisson qui générera
les sauts. On parlera alors de processus de diffusion avec sauts.
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2. LE MOUVEMENT BROWNIEN ARITHMETIQUE

Le processus de Wiener que nous venons d’étudier comporte certaines lacunes.
D’abord, sa dérive ou son trend est nul. Or, plusieurs séries stochastiques comportent
un trend. Par exemple, les indices boursiers font montre d’une tendance a la hausse a
long terme. De plus, la variance d’un processus stochastique est égale au pas, soit dt.
Comme cette variance ne peut accommoder qu’un nombre trés limité de processus
stochastiques, il y a lieu de calibrer la partie aléatoire d’un processus stochastique
par la variance observée de la série. Le mouvement brownien arithmétique corrige
ces deux déficiences du processus de Wiener. Il s’écrit comme suit:

dx = pdt + odz

ol  est la dérive de la série et o, son écart-type et dz = e+/dt . Comme on le voit,
c’est la partie stochastique du processus qui domine a court terme et sa tendance a
long terme?.

Pour simuler un mouvement brownien arithmétique, nous avons recours au
programme Visual Basic que 1’on retrouve au tableau 2.4. Ce processus stochastique
comporte les parametres suivants: p =0,9 ; 0 =0,3 et T = 0,25 année. Pour les fins
de la simulation, nous avons divisé la période T en 100 sous-périodes.

TABLEAU 2.4  Sous-routine Visual Basic
d’un mouvement brownien arithmétique

Sub Brownarith( )

a=0.9

sigma=0.3

T=0.25

N=100

dt=T/N

xt=0

Range(“stock”).0ffset(0, 0)=xt
Fori=1To N

Randomize
eps=Application.WorksheetFunction.NormSInv(Rnd)
xt=xt+a*dt+sigma*eps*Sqr(dt)
Range(“stock”).0ffset(i, 0)=xt
Next i

End Sub

2. En effet, i est multipli€ par dt et o par 4/dt.



34 Finance computationnelle et gestion des risques

Comme en prend acte la figure 2.6, le mouvement brownien arithmétique est
caractérisé par un trend a long terme ponctué de déviations qui dépendent de I’écart-
type du processus stochastique.

FIGURE 2.6 Mouvement brownien arithmétique
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Si I’écart-type du mouvement brownien arithmétique est nul, il s’écrit alors
comme suit:

X, = X, +adt

Or, par récursivité, on peut écrire :
X, 4 = X,_, +adt

En substituant cette derniére expression dans I’équation de x,, on a:
X, = X, + 2adt

Supposons que 1’on connaisse la valeur initiale de x, soit X, on peut alors €écrire,
toujours par récursivité :

t
X, =X, + > adt = X, + tadt
t=1
Le mouvement brownien arithmétique avec un écart-type nul, soit un mouve-
ment déterministe, se présente donc comme une droite lorsque 1’on relie son évolution
aux sous-périodes, comme en témoigne la figure 2.7. Pour la construire, nous avons
établi le trend a 100. La période est égale a 0,25 année et nous I’avons divisée en 100
sous-périodes. Selon I’équation de x,, sa valeur finale est égale a:

X, =100+ (100 %100 x %) =125
100
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FIGURE 2.7 Mouvement brownien arithmétique : sigma nul
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3. MOUVEMENT BROWNIEN GEOMETRIQUE

Un mouvement brownien arithmétique est inapproprié pour décrire 1’évolution du prix
d’une action, étant donné la croissance espérée du prix de cette action, désignée par
o, et I’écart-type du taux de rendement de 1’action, représenté par o. En effet, cela

supposerait que le rendement total de 1’action, soit E, aurait tendance a diminuer

S
au cours du temps, ce qui est contraire aux données observées sur les rendements des
actions. On fait donc I’hypothése que le prix d’une action obtempére a un mouvement
brownien géométrique, c’est-a-dire:

dS = aSdt + 0Sdz

La dérive et I’écart-type sont donc multipliés par S, soit le niveau du prix de 1’ac-
tion. Il s’ensuit que le taux de rendement de I’action suit un mouvement brownien
arithmétique :

E = odt + odz
S

Le taux de rendement de I’action est donc indépendant du niveau de S, ce qui
semble corroboré par les faits. Au tableau 2.5, on retrouve un programme écrit en
Visual Basic qui simule le prix d’une action qui se plie 4 un mouvement brownien
géométrique. La représentation graphique de ce mouvement est donnée a la figure 2.8.

FIGURE 2.8 Mouvement brownien géométrique
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TABLEAU 2.5  Sous-routine Visual Basic
d’un mouvement brownien géométrique

Sub Browngeom( )

mu=0.08

sigma=0.5

T=0.25

N=100

dt=T/N

St=100

Range(“stock”).0ffset(0, 0)=St
Fori=1To N

Randomize
eps=Application.WorksheetFunction.NormSInv(Rnd)
St=St+mu*St*dt+sigma*St*eps*Sqr(dt)
Range(“stock”).0ffset(i, 0)=St

Next i

End Sub

La représentation graphique d’un mouvement brownien géométrique ne difféere
pas sensiblement de celle d’un mouvement brownien arithmétique. Mais il y a une
différence essentielle. Supposons en effet que o soit dans la formule du mouvement
brownien géométrique. Ce mouvement devient alors déterministe et s’écrit comme
suit:

S, =(1+oadt)S,,
Encore une fois, on peut simplifier cette expression par récursivité. On a:
S, =(1+adt)S,,
En mettant cette expression dans S,, on obtient:
S, = (1+adt)’s,,

En admettant qu’il y a n sous-périodes entre la période t et la période initiale, désignée
par 0, on peut écrire:

S, =(1+adt)"s,

S, étant le prix initial de I’action, supposé connu. On peut écrire cette expression sous
une forme exponentielle en se servant de la propriété logarithmique suivante :

In(x)=y—>x=¢"=e"™



Introduction aux processus stochastiques 37

Dans 1’équation de S, x = (1+ adt)”. On peut donc écrire :
St — Soenln(1+adt) ~ Soeundt — SoenT

ou T = ndt, soit la longueur totale de la période considérée. Par conséquent, alors
que dans un mouvement brownien arithmétique, S entretiendrait une relation linéaire
avec le temps, il entretient une relation exponentielle dans un mouvement brownien
géométrique. Cette relation apparait trés bien a la figure 2.9, qui relate le mouvement
déterministe d’une action durant une période de 20 ans quand le mouvement brownien
géométrique auquel elle se plie comporte un écart-type nul.

FIGURE 2.9 Mouvement brownien géométrique : sigma nul
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Si I’équation différentielle stochastique du prix de 1’action se conforme a un
mouvement brownien géométrique, alors le prix de 1’action suit une loi lognormale.
Et si tel est le cas, le logarithme de S suit une loi normale. Pour le montrer, réécrivons
I’équation différentielle du prix de I’action:

dS = oSdt + 6Sdz (1)

Soit la fonction g qui est égale a In(S). Cette fonction dépend donc de la variable
aléatoire S. Selon le lemme d’It6, que nous examinerons plus en détail dans les
prochains chapitres, I’équation différentielle de g s’écrit:

1 2
dg= 454 199 g2 (2)
ds 2dS
Le lemme d’It6 s’apparente donc a une expansion de Taylor du second degré. Or,
2
dg est égal a 1 et a9 = 1 . En substituant ces dérivées dans 1’équation (2) et
ds s ds® s

en remplacant dS par I’équation (1), on obtient:

22

1 o°S
dg = = (aSdt + 6Sdz) - dt )
g S(0C 0Sdz) 5s?
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A remarquer que dS? = ¢2Sdt, comme nous le justifierons dans un autre chapitre.
Apres simplification de 1’équation (3), on obtient:

dg:(a—%oz)dwcdz 4)

Le logarithme de S, soit la fonction g, suit bien une loi normale puisque dz obéit a
une loi normale. On peut alors écrire le prix de ’action comme suit:

s S (tx—%sz )dt+0dz
t =918

Cette équation nous sera tres utile lors de simulations de Monte Carlo de prix d’options.

4. MouvEMENT ORNSTEIN-UHLENBECK
OU PROCESSUS DE RETOUR VERS LA MOYENNE

Certains processus stochastiques n’incorporent pas une dérive mais ont plutot tendance
a retourner vers un niveau moyen a plus ou moins long terme. C’est le cas des taux
d’intérét, des prix de certaines matieéres premieres comme le pétrole et des taux de
change de certaines devises. On est alors en présence d’un processus Ornstein-Uhlen-
beck (O-U), encore appelé processus de retour vers la moyenne. Supposons que la
variable aléatoire r suive un processus O-U. Son équation différentielle stochastique
est alors égale a:

dr=v(T —r)dt+ odz

ol T est le niveau moyen de long terme de r et v, la vitesse de retour de r vers sa
moyenne de long terme 1. Plus v est faible, plus la volatilité de r est grande en ce
sens que r met alors d’autant plus de temps a retourner vers sa moyenne de long terme.
Par ailleurs, plus v est important, plus les fluctuations de r autour de sa moyenne
de long terme sont faibles et, par conséquent, plus la volatilité de r est faible. Il en
résulte alors une diminution des prix des options écrites sur r. Le tableau 2.6 présente
un programme écrit en Visual Basic pour simuler une variable qui suit un processus
O-U et la figure 2.10 représente un tel processus.

FIGURE 2.10 Processus Ornstein-Uhlenbeck
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Sous-routine Visual Basic
d’un processus Ornstein-Uhlenbeck
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Sub 0U()

rbarre=0.06

sigma=0.3

vit=0.8

T=0.25

N=100

dt=T/N

rt=0.04

Range(“taux”).0ffset(0, 0)=rt

Fori=1To N

Randomize
eps=Application.WorksheetFunction.NormSInv(Rnd)
rt=rt+vit*(rbarre-rt)+sigma*eps*Sqr(dt)
Range(“taux”).Offset(i, 0)=rt

Next i

End Sub

Le processus de taux d’intérét représenté a la figure 2.10 a une moyenne de
long terme de 6 % et une vitesse d’ajustement modérée, qui est égale a 0,8. On voit
que le taux d’intérét retourne assez rapidement vers sa moyenne de long terme. Les
fluctuations du taux autour de sa moyenne sont modérées. Elles sont conditionnées
par les valeurs respectives de v et de o. Plus la valeur de v est faible et plus la valeur
de o est importante, plus les fluctuations de r autour de T le sont également.

b. LE PROCESSUS D'ITOG OU MOUVEMENT BROWNIEN GENERALISE

Le processus d’It6 généralise les mouvements stochastiques précédents et s’écrit

comme suit:

dS = a(S, t)dt + b(S, t)dz

Les parametres de ce processus dépendent donc des niveaux de S et de t.

On peut également généraliser le processus O-U en I’écrivant comme suit:

dr=v(r,t)(T(t)—r)+b(r,t)dz
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La vitesse d’ajustement de r n’est donc plus fixe, mais variable. Elle dépend du niveau
de r et de t. Qui plus est, le taux moyen de 1 vers lequel r retourne a long terme peut
se modifier dans le temps. Par ailleurs, le coefficient de dz dépend également de r
et de t. Un cas particulier du processus O-U généralisé est le processus dit «racine
carrée», qui s’écrit comme suit dans sa forme la plus simple:

dr = v(T - r)dt+o+/rdz

Ce processus fait en sorte que le taux d’intérét ne peut prendre de valeurs négatives
comme ce serait le cas si ’on s’en tenait a une distribution strictement normale.
Le terme aléatoire suit alors une distribution x* décentrée et non une distribution
normale.

RESUME

Comme on a pu le constater dans ce chapitre, il y a plusieurs facons de modéliser le
processus stochastique d’une variable aléatoire. Le processus de Wiener est a la base
de toutes ces représentations stochastiques. Il entre justement dans la formulation de
la partie stochastique de ces divers modeles. Le mouvement brownien arithmétique
est le plus simple des processus stochastiques. Mais, pour modéliser le prix d’une
action, son principal désavantage est que le rendement de cette action est une fonction
décroissante du prix de 1’action. On recourt par conséquent au mouvement brownien
géométrique pour représenter le mouvement stochastique du prix d’une action.

Les taux d’intérét, les taux de change et certains cours de matiéres premicres
ont pour leur part tendance a obéir a un processus Ornstein-Uhlenbeck, c’est-a-dire
a un processus de retour vers la moyenne. Le processus Ornstein-Uhlenbeck est tres
utilisé pour évaluer les options sur taux d’intérét et les options sur obligations. Le
processus d’It6 permet de généraliser les mouvements stochastiques standards.

Les processus stochastiques standards reposent tous sur la loi normale. En effet,
le terme dz qui est incorporé dans ces processus est égal a edt , ot & ~ N(0,1). Ces
processus ne conviennent pas pour les taux d’intérét, qui sont généralement positifs.
Le processus racine carrée, qui repose sur la x> décentrée, permet de corriger cette
situation. Il faut également s’éloigner de la distribution normale pour modéliser les
sauts qui s’observent au chapitre des données financiéres et qui sont reliés en fait a des
événements extrémes ou rares. C’est ainsi que ce chapitre nous a également présenté
les processus de diffusion avec sauts. Nous avons recouru a certaines distributions,
comme la distribution gamma et la distribution de t de Student, pour simuler ces
sauts qui représentent des événements rares ou extrémes. Ces distributions prennent
en effet en compte le leptokurtisme que 1’on note surtout au niveau de la distribution
des rendements boursiers journaliers ou des rendements intra-journaliers, dits encore
a haute fréquence. Nous verrons dans un autre chapitre comment superposer des sauts
aux processus stochastiques standards en faisant appel a la distribution de Poisson.



CHAPITRE

3

LES OPTIONS PERPETUELLES

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux options perpétuelles, c’est-a-dire celles
qui ont une durée de vie infinie. Les options réelles, dont certaines seront envisagées
dans ce chapitre, sont bien souvent des options perpétuelles. Elles sont plus faciles a
valoriser que les options qui ont une échéance finie car, comme nous serons a méme
de le constater, la dérivée du prix de I’option par rapport au temps n’apparait pas dans
I’équation différentielle de I’option perpétuelle alors qu’elle est I’'une des composantes
de I’équation différentielle d’une option munie d’une échéance finie. Ce chapitre nous
permettra également de mieux maitriser les équations différentielles, qui constituent
I’un des piliers de I’ingénierie financiére.

Dixit et Pindyck (1994) ont montré que I’on pouvait valoriser les options
réelles perpétuelles américaines en recourant soit a I’approche de la programmation
dynamique, soit a I’approche traditionnelle de Black et Scholes, qui est basée sur la
construction d’un portefeuille sans risque. Dans ce chapitre, nous ferons souvent appel
a la seconde approche pour valoriser les options réelles, mais nous ferons également
appel a la premicre, qui permet bien souvent de mieux conceptualiser I’exercice de
la détermination des prix des options. Entre autres, la programmation dynamique est
basée sur I’équation de Bellman, qui s’assimile a une simple équation de rendement
dans le cadre du sujet qui nous intéresse et qui fera 1’objet d’un prochain chapitre.

Par ailleurs, la plupart des modeles d’options réelles impriment au sous-jacent
de I’option un mouvement brownien géométrique. Mais, selon certains auteurs, un
processus Ornstein-Uhlenbeck serait bien souvent plus approprié. Sarkar (2003) a
montré que le processus de retour vers la moyenne pouvait exercer sur I’investissement
des effets bien différents de ceux du mouvement brownien géométrique. Il conteste
en cela la thése de Hasset et Metcalf (1995), qui alléguaient que les effets des deux
processus stochastiques sur I’investissement étaient les mémes apres une certaine
période de temps. En effet, selon Hasset et Metcalf, le processus d’Ornstein-Uhlenbeck
produit deux effets opposés sur I’investissement. En diminuant la variance des flux du
projet, il diminue la valeur de 1’option d’investissement et accélére donc la mise en
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ceuvre du projet. Mais cette réduction de la variance des flux monétaires va a I’encontre
de I’obtention de valeurs élevées pour les flux monétaires, ce qui signifie que les flux
monétaires espérés ne dépasseront peut-étre jamais le montant investi. Ce deuxi¢me
effet, contradictoire au premier, décourage 1’investissement. Selon Hassett et Metcalf,
ces deux mouvements se neutralisent, de telle sorte que le processus de retour vers
la moyenne n’a aucun avantage particulier sur le mouvement brownien géométrique
pour ce qui concerne la modélisation du processus d’investissement. Sarkar (2003)
allegue que les auteurs ont négligé I’impact du processus Ornstein-Uhlenbeck sur le
risque systématique, alors que ce processus se démarque tres nettement du mouvement
brownien géométrique dans 1’analyse des projets. C’est pourquoi nous étudierons
également le processus Ornstein-Uhlenbeck dans ce chapitre, mais nous verrons qu’il
est plus difficile 2 manipuler que le mouvement brownien géométrique. Mais avant
d’aborder le domaine des options perpétuelles comme tel, nous étudierons le lemme
d’It6, qui constitue le fondement des équations différentielles stochastiques.

1. LE LEMME D’ITO ET L'EQUATION DIFFERENTIELLE
DE BLACK ET SCHOLES

Le lemme d’It6 est une formule qui nous permet de résoudre des équations diffé-
rentielles stochastiques. Supposons que la variable V soit fonction de deux autres
variables, S et t, S étant une variable déterministe. En recourant a la série de Taylor,
son équation différentielle serait de:

oV oV
dV=—dS+—dt
0S ot
Les dérivées du second degré n’apparaissent pas dans cette équation puisque
dS? et dt? sont négligeables. Supposons maintenant que S soit une variable aléatoire
qui obéit au processus d’It6 suivant:

dS = adt + bdz

ou a est la dérive (drift) de S et dz représente un processus de Wiener égal a 8\/&,
ol &€~N(0,1) et dt, un intervalle de temps infinitésimal. L’équation différentielle
stochastique de V doit alors incorporer la dérivée seconde de S, c’est-a-dire:
\Y vV 19’V
dV:a—dS+a—dt+—a—2
aS ot 29S
Cette équation représente le lemme d’It6. Elle incorpore la dérivée seconde
de S puisque, si I’on calcule le carré de dS, on obtient:

ds?

dS? = a’dt? + 2abdtdz + b?dz?
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Or, on peut démontrer que dz=+/dt. En substituant cette équation dans celle
de dS?, il suit:

3
dS? = a®dt® + 2abdt? + b?dt

Les deux premiers termes de dS? disparaissent quand dt tend vers zéro mais
non le dernier, de telle sorte que dS” = b?dt. Par conséquent, on ne peut éliminer le
terme de la dérivée seconde dans 1’équation différentielle de dV. En remplagant dS?
par sa valeur dans I’équation de dV, on obtient:

2
dv = a—VdS+a—\/dtwtla—\zlbzdt
dS ot 2 0S

En remplacant dS par son équation dans dV et en regroupant les termes, on
a finalement:

2
dv = [aa—v+lb2 J \2/+a—v}dt+ A
S 2 9dS° ot dS
Le terme entre crochets est la dérive de dV. Le terme en dt est la partie déter-
ministe de dV alors que celui en dz est sa composante stochastique. C’est ce dernier
terme qui représente le risque associé€ a la détention de V et qui est hérité du caractere
stochastique de S.

Il convient de se donner une version du lemme d’It6 qui nous permette de le
retenir facilement'. Reprenons I’équation du lemme d’Itd pour la fonction V(S,t), S
désignant le prix de 1’action et t le temps. Le lemme d’It6 s’écrit alors comme suit:

b\ v . 19°V

dV=—dS+—dt
aS

+=—ds’
ot 2 0S

Remplagons V par X, une variable aléatoire quelconque. Supposons la fonction
f(X,t). Le lemme d’It6, qui nous donne 1’expression de I’équation différentielle de
f, est alors de:

2
df:EdX+Edt+1 ot

dx?
oX ot 2 oX?

Sans perte de généralité, nous pouvons remplacer le terme dX? dans cette
équation par sa variance, c’est-a-dire Var(dX). A la suite de cette modification, le
lemme d’It6 devient donc:

2
dX=£dX+ﬁdt+1 J f2
oX ot 2 oX

Var(dX)

1. Pour cette approche au lemme d’It3, voir Cerny (2004).
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Dans I’exemple précédent, Var(dS) est égal a b*dt. Nous pourrons adapter
facilement cette forme générale du lemme d’It6 aux processus stochastiques différents
que nous rencontrerons ultérieurement. Une forme plus particuliere comme celle
que nous avons présentée antérieurement serait plus difficile a transposer a d’autres
processus stochastiques.

Nous considérons maintenant que V est une option écrite sur S, une action. Le
prix de I’action suit le mouvement brownien géométrique suivant:

dS = aSdt + 0Sdz

ol « est la dérive de I’action et o, I’écart type du rendement de 1’action. L’équation
différentielle de V s’écrit, en vertu de la forme générale du lemme d’It6 :

dvza—vd A4 —dt+ 12 \Z/Var(dS)— av a —dt+ 17 \Z/GZSZdt
0S ot 29S S at 203
Nous voulons construire un portefeuille IT qui élimine le risque associé¢ a V, le
facteur de risque étant représenté par le terme incorporant dz dans 1’équation de dV.
Pour ce faire, nous exploitons la corrélation entre le prix de I’option, V, et celui de
son sous-jacent, S. La composition de ce portefeuille comprend une unité de 1’option
et une position a découvert de A unité du sous-jacent, c’est-a-dire:

M=V-AS
L’équation différentielle de ce portefeuille est égale a:
dIT=dV - AdS
En remplagant dV par sa valeur, on obtient:

oV oV 19%V oV 19%v

dIT=—dS+ —dt+— o2s? dt—AdS——dt+—— ’g? dt+(a—V—A)dS
9S ot 2 952 ot 2 952 0S

Dans cette équation, le risque est représenté par le terme dS. Pour éliminer le
risque du portefeuille, il suffit donc de faire en sorte que:

(S5-aas=o
0S

c’est-a-dire qu’il faut fixer A au niveau suivant:

L’équation différentielle du portefeuille devient alors :

oV 1 2V
d dt
= [at 2° asz)
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Nous supposons que ’action paie un dividende proportionnel a son prix,
désigné par 8. Comme le détenteur du portefeuille a une position a découvert égale
a AS sur I’action, il doit payer 8ASdt en dividendes. Le flux monétaire de son porte-
feuille est alors de:

2
dIl = a—V+lczsza\2/—8As dt
ot 2 dS

Comme ce portefeuille est maintenant sans risque, son rendement doit étre égal
au taux sans risque pour éviter tout arbitrage. Désignons par r le taux sans risque.
Par dollar, le rendement est alors de rdt sur I’intervalle dt. Comme le portefeuille se
chiffre a I1, son flux monétaire doit étre égal a:

dIT = rTIdt

En égalisant les deux expressions de dII et en remplagant II par sa valeur,
on obtient:

2
N 152622V _sas |dt=r(v—as)dt
a 2" oS

En divisant par dt, en remplacant A par sa valeur et en regroupant les termes,
on a finalement:

2
8_V+162528_\2/+(r_8)58_V_rV:O
ot 2 aS aS

C’est la I’équation différentielle de Black et Scholes. Pour comprendre sa
forme, nous devons réécrire le processus stochastique suivi par S:

dS = aSdt + 0Sdz

Mais comme nous nous situons dans un univers sans risque, dit encore risque-
neutre, nous pouvons remplacer la dérive de dS, soit a, par (r—3). On a:

dS=(r-3)Sdt+ oSdz

L’équation différentielle de Black et Scholes comprend le niveau V du prix

du produit dérivé, sa dérivée premiere ainsi que sa dérivée seconde par rapport a S,
2
\%

soit — et ,
s~ 09s?
est —, que I’on peut assimiler au processus d’actualisation implicite au calcul du prix

. . N . oV .
ainsi que sa dérivée par rapport a t, soit E Le coefficient de V

. . oV . . .
d’une option. Le coefficient de — est la dérive de dS dans un univers risque-neutre,
2

soit: (r—3)S. Pour sa part, le coefficient de pYe est égal au carré du coefficient de dz

dans le processus stochastique de dS, multiplié par (1/2).
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L’équation différentielle de Black et Scholes serait a proprement parler une
équation homogene du second degré n’était la présence de S C’est ce terme qui

rend sa solution plus difficile. Dans ce chapitre, nous supposerons qu’il est nul, c’est-
a-dire que nous nous intéresserons au cas d’options perpétuelles, soit des options sans
échéance. Dans un chapitre ultérieur, nous verrons comment se solutionne 1’équation
de Black et Scholes dans le cas d’une option d’achat européenne qui comporte une
échéance finie.

2. OPTION DE VENTE (PUT) PERPETUELLE AMERICAINE

L’équation différentielle d’une option perpétuelle classique est la suivante:

1
=o°8°
2 ds

2
d—\z/+(r—8)sz—\8/—rv=0

. . v . .
c’est-a-dire 1’équation de Black et Scholes sans le terme o Ecrite de la sorte, cette

équation peut tout aussi bien convenir a une option classique d’achat ou de vente,
qu’elle soit américaine ou européenne. Ce sont les conditions aux bornes? qui
permettent de catégoriser une option. Nous considérons dans cette section le cas d’un
put perpétuel américain. Les conditions aux bornes sont au nombre de trois: 1) lorsque
le prix de I’action tend vers I’infini, le prix du put tend ostensiblement vers 0, c’est-
a-dire: Isl_r)n V(S)=0 ; 2) au prix d’exercice S*, la valeur du put est égale a sa valeur

intrinseéque, c’est-a-dire a son payoff: V(S*) = X — S*, X étant le prix d’exercice de
I’option; 3) au prix d’exercice, la dérivée du prix de I’option doit étre égale a celle
du payoff: c’est la condition dite du smooth pasting, que 1’on peut peut-€tre traduire
par «collage en douceur». Pour un put, cette condition s’écrit donc: V'(S*) = —1.

Pour solutionner I’équation différentielle du put, qui est une équation homo-
gene, nous tentons la solution suivante :

V=As
dv 2
La dérivée de V est: oS BASP™ et sa dérivée seconde: (;SV =B(B-1)AS* 2

7 =

En substituant ces dérivées dans 1’équation différentielle du put, on a:

%029%52—B)As&2+(r—6)sBAsﬂl—rAsﬁ=o

2. Boundary conditions, en anglais.
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En divisant les deux c6tés par ASP, on obtient I’équation caractéristique de 1’équation
différentielle :

20 (B =)+ (r-8)p-r=0

qui peut étre réécrite comme suit, en regroupant les termes et en divisant le tout

par o2:
05B2+(:;6—05)B_(ég)=0

Cette équation quadratique admet deux racines: 3, et 3,. Pour les calculer, il faut se
rappeler que si on a une équation quadratique de la forme: y = ax” + bx + ¢, ses deux

—b ++/b* - 4ac

racines sont €gales a: X,, = ——————. En appliquant cette formule, les deux

. . _ r—3 r-3 2 o2r
racines de I’équation caractéristiques sont: 3, = 0,5 —( 5 )+ \/( ——0, 5) +—
c c c

2
_ — 2 . . "
et B, = 0,5—(r026)—\/(r 28 —0,5) +G—2 . La premiére racine est positive et la

seconde, négative. La solution de I’équation différentielle est donc:
V=As"+A,S"

Cette équation comporte trois inconnues: A, A, et S *, soit le prix de I’action auquel
I’option est exercée. Elle admet donc une infinité de solutions et comme nous le
disions antérieurement, elle peut tout aussi bien €tre celle d’un call ou d’un put, qu’il
soit américain ou européen. Ce sont en effet les conditions aux bornes qui permettent
de catégoriser une option, ici un put perpétuel. La premiere condition aux bornes
d’un put perpétuel nous permet d’établir que A, est nul. En effet, la racine qui est
associée a ce terme est positive. Cela implique que V tend vers 1’infini quand S tend
vers I’infini, ce qui contredit la premicre condition aux bornes. Pour trouver les deux
autres inconnues, nous substituons les deux autres conditions aux bornes, soit A, et
S*, dans 1’équation différentielle du put:

A, (s*) = X-s*
B.A, (S *)BH =-1

De la premicre équation, il résulte que:

X-S*

A, = s *)Bz
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En substituant cette expression dans la deuxieme équation, on obtient:

g P2y
Bz_l

Pour fixer les idées, nous allons calculer la valeur d’un put perpétuel dont les
parametres apparaissent au tableau 3.1.

TABLEAU 3.1 Parameétres d’un put perpétuel

R 0,025
o 0,40
S 45
X 45
) 0

Dans un premier temps, nous supposons donc que le sous-jacent ne verse pas
de dividende proportionnel. La solution de ce put perpétuel américain est la
suivante :

V=(71,94)S%%
Le prix d’exercice optimal de ce put américain est de:

S*=%X:10,7143
, -

L’évolution du prix de ce put en fonction du prix de son sous-jacent se retrouve a la
figure 3.1.

FIGURE 3.1 Evolution du prix d’un put perpétuel en fonction
de son sous-jacent sans dividende (S* = 10,71)

== Prix du put
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Comme le révele la figure 3.1, le prix d’un put perpétuel est une fonction
convexe du prix de ’action jusqu’au prix d’exercice S*. Pour des prix inférieurs,
son prix est égal a son payoff. Le prix optimal d’exercice de ce put, soit S*, est égal
210,71$. A ce prix, la pente du put est égale a celle de la valeur intrinséque, qui est
égale au payoff de I’option. C’est 1a la condition du smooth pasting qui caractérise
les options américaines.

Dirigeons maintenant notre collimateur vers un put perpétuel dont le sous-
jacent paie un dividende proportionnel désigné par 8. Les inputs du probléme sont les
mémes que ceux du tableau 3.1, sauf que cette fois-ci & n’est plus nul, mais est égal
a2 %. La figure 3.2 retrace 1’évolution du prix du put en fonction du prix de I’action.
On constate que la présence d’un dividende a pour effet de retarder 1’exercice du put
perpétuel. Lorsque o passe de 0% a 2 %, le prix d’exercice optimal S* diminue en
effet de 10,71$ 29,31 $. Le dividende a pour effet de faire diminuer le prix de I’action,
ce qui valorise 1’option de vente qui sera donc détenue plus longtemps.

FIGURE 3.2 Evolution du prix d’un put perpétuel en fonction
de son sous-jacent (avec dividende) (S* = 9,31)

m— Prix du put
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30 —
20 —
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3. OPTION D’ACHAT (CALL) PERPETUELLE AMERICAINE

La valorisation d’un call perpétuel américain s’effectue a partir de la méme équation
différentielle que celle du put, c’est-a-dire:

2
lcs2320'—\2/+(r—e‘>)sd—v—|rV=o
2 ds ds

Comme dans le cas antérieur, sa solution est de la forme:
V=As"+A,S"

Ce sont les conditions aux bornes qui permettent de distinguer un call d’un
put perpétuel. La premiére condition aux bornes est que lorsque le prix de I’action
est nul, la valeur du call I’est également, c’est-a-dire V(0) = 0. De cette condition il
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résulte que A, =0, car sinon, lorsque S tend vers zéro, V tendrait vers 1’infini puisque
B3, est négatif, ce qui contredit la premiére condition aux bornes du call. C’est 12 une
premicre différence entre le call et le put. Pour le put, A, est nul alors que pour le
call, c’est A, qui prend cette valeur.

La deuxie¢me condition aux bornes est qu’au prix d’exercice optimal, la valeur
du call doit étre égale a son payoff. Cette condition est de méme nature pour le call
et pour le put sauf que le payoff d’un call difféere de celui d’un put. Cette condition
s’écrit pour un call: V(S*) = S* — X. La troisiéme condition est celle du smooth
pasting, qui caractérise également le prix d’exercice optimal S*, c’est-a-dire que la
pente du call doit étre égal a celle du payoff a S*, c¢’est-a-dire: V'(S*) = 1. Pour un
put, cette pente est de —1.

La solution recherchée pour le prix d’un call perpétuel américain est donc
de:

V=AS"

La racine positive f, a été calculée dans la section précédente. Et en solution-
nant les conditions aux bornes pour A, et S*, on trouve:

o= Py
Bl_l
et
S*-X
A= 5
(s*)

TABLEAU 3.2  Paramétres d’un call perpétuel

R 0,05
(o 0.2
S 45
X 45
) 0,045

Pour illustrer 1I’évolution du prix du call perpétuel américain en fonction du
prix de son sous-jacent, nous recourons a des données quelque peu modifiées par
rapport a celles du tableau 3.1, de maniére a mieux mettre en valeur les relations que
nous voulons faire ressortir, cela sans perte de généralité. Notons que pour qu’'un
call américain puisse étre exercé, il faut que le sous-jacent soit muni d’un dividende,
car sinon, il vaut toujours davantage lorsqu’il n’est pas exercé. C’est pourquoi nous
avons incorporé au tableau 3.2 un dividende, qui constitue 1’input pour le calcul
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du call américain. La solution correspondant aux données de ce tableau est de:
V =0,0055 S2. L’évolution du prix du call en fonction du prix de son sous-jacent

apparait a la figure 3.3.

FIGURE 3.3 Evolution du prix du call perpétuel en fonction

de son sous-jacent (delta

= 0,045, S* = 90)
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On constate a la figure 3.3 que le prix optimal d’exercice (S*) est égal a 90,
soit au point de tangence entre la courbe de la valeur intrinséque et celle du prix du
call. A la figure 3.4, nous abaissons le taux du dividende a un niveau trés bas, soit
0,005°. Comme on peut le constater, la figure ne fait montre d’aucun point de tangence
entre la valeur du call et sa valeur intrinséque, ce qui indique que le prix d’exercice
optimal S* se voit fortement repoussé. De fait, il se situe a 643 $ dans cet exemple,
autant dire une impossibilité. Cela illustre bien qu’un call écrit sur un sous-jacent qui
ne verse pas de dividendes ne sera jamais exercé.

FIGURE 3.4 Evolution du prix du call

perpétuel en fonction

de son sous-jacent (delta = 0,005, S* = 90)
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3. Notons que I’équation différentielle du call américain perpétuel n’admet pas de solution si le taux

du dividende est nul.
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4, LeEs moDELES DE McDONALD ET SIEGEL
ET DE PINDYCK SUR L'OPTION D’INVESTIR

Comme nous le disions dans I’introduction de ce chapitre, les options dites réelles
sont souvent des options perpétuelles. Envisageons le cas d’une entreprise qui dispose
d’une option perpétuelle d’investissement, c’est-a-dire qu’elle peut enclencher son
projet lorsqu’elle le désire. Cette option a une valeur puisqu’elle permet de résoudre
en partie I'incertitude de I’avenir. Le projet sera enclenché quand les conditions se
révéleront propices. La flexibilité que confére a 1’entrepreneur cette option d’investir
constitue sa valeur.

Les modeles de McDonald et Siegel (1986) et de Pindyck (1988, 1989)
montrent qu’une telle option peut étre valorisée selon les régles qui viennent d’étre
établies pour les options financieres d’investissement. Ils montrent également qu’elle
rend caduque la régle classique d’investissement, a savoir qu’il faut investir dés que
la valeur actualisée nette (VAN) du projet devient positive. Il est en effet optimal de
reporter un projet méme si sa VAN est positive lorsque I’entreprise baigne dans un
climat d’incertitude.

Supposons que la valeur du projet soit de V et que I’investissement requis pour
démarrer ce projet soit de I. Le but de I’exercice est de déterminer le moment optimal
d’investir, ¢’est-a-dire le moment ot 1’on paiera I en échange du projet V. On suppose
que la valeur du projet obéit au mouvement brownien géométrique suivant:

dV = oVdt + oVdz

ol « est le taux de croissance attendu de la valeur du projet et o, 1’écart type du
rendement du projet. Le rendement attendu w du projet est égal a:

L=o+9o

Si le bien qui découle du projet est stockable, & est un rendement de disponibilité*.
Ce serait le taux du dividende si I’actif était une action. On peut aussi assimiler & au
rendement proportionnel des flux monétaires du projet.

L’option d’investir est désignée par F et est fonction de V, c’est-a-dire: F =
F(V). Cette option est un call perpétuel américain. Nous voulons déterminer son prix
de méme que la valeur de V a laquelle il est optimal d’investir, soit V*. La procédure
a suivre est la méme que celle que nous avons utilisée pour valoriser les options
financiéres américaines. V est ici le sous-jacent de I’option d’investir. Pour déterminer
sa valeur, nous formons un portefeuille composé d’une unité d’une option et de la

s g . . daF . ‘o
vente a découvert de F, unité du projet, F, = Y qui, on I’a vu précédemment, est

4. Convenience yield, en anglais.
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la valeur du A associée a une couverture sans risque. La valeur de ce portefeuille de
couverture est donc de:

M=F-FV

En appliquant la méme procédure qu’a la section 1 de ce chapitre, on trouve 1’équation
différentielle que doit satisfaire I’option d’investir, soit:

%GZVZFW +(r-8)VF, -rF=0

Comme I’option d’investir est un call perpétuel américain, les conditions aux bornes
sont:

F(0)=0
F(V¥) = V* — |
Fy(V¥) = 1

ou V* désigne la valeur optimale du projet a laquelle I’option d’investir sera exercée
et I désigne le prix d’exercice de I’option d’investir, soit I’investissement requis pour
enclencher le projet. La solution a été €tablie dans la section 3, c’est-a-dire:

F(V)=AV
avec
vee B,
B-1
et
VE—
(v

Comme (3 > 1, il n’est pas optimal d’investir quand la VAN est nulle mais lorsque
V* > 1. V* peut méme Etre treés nettement supérieur a [ dans certains cas. La regle
d’investissement classique n’est donc pas valide dans un contexte d’incertitude. Il
n’est optimal d’investir quand V* = I. Il vaut mieux attendre que V* soit supérieur
a I car 'option d’investir permet de reporter le projet a un moment ou la VAN du
projet s’avere nettement positive.

Pindyck suppose par la suite que le projet consiste a produire une unité de
bien au prix P. L’exercice revient alors a déterminer le prix critique P* auquel 1’en-
trepreneur investira. Le prix du bien obéit a un mouvement brownien géométrique,
c’est-a-dire:
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dP = aPdt + oPdz

Le rendement requis sur le projet . est encore une fois constitué de la somme de «
et de 8. Le colt variable de production est de c. En plus d’une option d’attente, le
projet comporte une option d’arrét en ce sens qu’il peut €tre stoppé en tout temps si
P devient inférieur a c. Il peut étre également redémarré en tout temps si P remonte
au-dessus de c.

Il y a ici deux problémes a solutionner. Il faut d’abord déterminer la valeur du
projet V(P). Comme nous venons de le constater, le projet en cause est un continuum
d’options. Ensuite, étant donné la valeur du projet, nous devons évaluer la valeur de
I’option d’investir et mettre a jour la régle de 1’exercice optimal de cette option. Cela
revient a calculer un prix critique P*. La firme investira seulement si P > P*.

Pour déterminer la valeur du projet, on construit comme a I’accoutumée un
portefeuille sans risque en supposant que I’incertitude qui est inhérente a P peut étre
reproduite par les actifs existants. Ce portefeuille sans risque est constitu¢ d’une
position en compte (long) dans le projet et d’une position a découvert de V  unités
de I"output, V  étant la dérivée de V par rapport a P. Ce portefeuille produit un flux
monétaire continu de j(P —c)dt — 3V,Rdt, ou j = 1 si P = c, de telle sorte que la firme
produit, et j = 0 si cette condition n’est pas satisfaite. Comme a I’accoutumée, le
terme OV Pdt représente le paiement requis pour maintenir la position a découvert
dans I'output. Le rendement total du portefeuille sans risque est donc de:

dV - V,dP + j(P —c) - 8V,Pdt
En raison du caractere sans risque de ce portefeuille, son rendement est également
égal a:
r(V—-V,P)dt

ou r est le taux sans risque. En recourant au lemme d’It6 pour développer dV et
en remplacant dP par son mouvement brownien géométrique, on obtient 1’équation
différentielle que doit satisfaire V:

1 .

EGZPZVPP +(r=8)PV, —rV+j(P-c)=0
Cette équation différentielle n’est pas homogene lorsque P > ¢ puisqu’elle comporte
alors une constante. Une constante s’ajoutera alors dans la solution de cette équation

qui, on le sait, est la valeur a long terme de V. A la suite des hypotheses de cette
section, cette valeur de long terme V, est égale a:

V, = TPe‘“‘dt - Tce‘”dt
0 0
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Comme le prix est incertain, il est actualisé au taux de rendement du projet, soit . Le
colt variable est pour sa part certain et est actualisé au taux sans risque r. En vertu de
son mouvement brownien, le prix du bien croit au taux a. P peut donc étre remplacé
par P,e”'dans V,, ou P, est le prix initial. V, peut donc étre réécrit comme suit:

Vv, = TPOe‘(““’)‘dt - Tce’”dt = TPOe‘(s)‘dt - Tce’”dt
0 0 0 0

La résolution des deux intégrales donne le résultat suivant:

1o e | 1 1 1
V, :—gPOe ot 0 —{—Fce to ]:—E(O—PO)—[—?(O—c)}
P ¢
V =——=
L8

ol I’on a omis I'indice 0 a P puisque le prix est I’inconnue de I’exercice.

Pour déterminer les paramétres de la partie homogene de 1’équation différen-

tielle, il suffit de recourir aux conditions aux bornes. La premiére est que V(0) = 0.

En vertu de la deuxiéme condition, la valeur du projet doit tendre vers sa valeur a
. iy P < g . P ¢

long terme quand le prix se dirige vers ’infini, c¢’est-a-dire: 'IDImV=g——. Les
e r

deux autres conditions sont dites de raccordement. Elles indiquent que la fonction

V(P) ainsi que sa dérivée premiére doivent étre continues au point c. Ces conditions
s’expriment comme suit:

V(e )=V(c")

V, (¢ )=V, (c")

Il est facile de vérifier que les deux équations qui satisfont 1’équation
différentielle sont les suivantes:
APH siP<c
V(P)= P ¢
APP+—_= siP>c
6
Cette solution peut étre interprétée comme suit. Quand P < ¢, la firme ne produit
pas. Alors A,P" est la valeur de I’option de produire dans ’avenir. Par ailleurs, si

P = ¢, la firme produit. Si, indépendamment de P, la firme n’a pas d’autre choix

. L. . P c
que de produire, la valeur présente des flux monétaires perpétuels sera de: _8 -—
r
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Cependant, si P diminue, la firme peut arréter sa production et ainsi éviter les pertes.
La valeur de cesser la production est de: AZPBZ . Nous pouvons ainsi exprimer les
deux conditions précédentes de raccordement comme suit :

P c
Ach=APk+— =2
6 r

1
Blcﬁlil = BzAzcﬁr1 * g

Connaissant la valeur de V, on peut maintenant calculer la valeur F de ’option
d’investir. Celle-ci doit satisfaire a I’équation différentielle suivante :

1
EGZPZFPP +(r-38)PF, —-rF=0

F(P) doit également satisfaire aux conditions aux bornes suivantes :
F0)=0
F(P*) = V(P*) - 1
Fp(P*) = Vi (P¥)

La premiere condition indique que si le prix est nul, ’option d’investir n’a aucune
valeur. La seconde indique que lors de I’exercice, la valeur de ’option d’investir
est égale a son payoff. La troisicme condition est la condition habituelle du smooth
pasting, soit la dérivée de 1’équation du payoff par rapport a P.

La solution générale de I’équation différentielle de F est la suivante:
aP™ si P<P*
F(P)= _
V(P)-1 si P>pP*

Pindyck aborde ensuite la statique comparative de son modele. Comme dans le modele
simple de I’option d’attente, une entreprise investira seulement si V dépasse suffisam-
ment I, ce qui va a ’encontre de la reégle classique d’investissement qui commande
d’investir dés que la VAN est nulle. Pour sa part, une augmentation de 8 a pour effet
d’augmenter P*. Deux effets contradictoires entrent ici en jeu. D’abord une augmen-
tation de 8, en diminuant le taux d’appréciation de P, cause une diminution de V(P),
ce qui a pour conséquence de retarder le projet et donc d’augmenter P*. Ensuite,
cette augmentation de 8 diminue la valeur de ’option d’attente F(P) en augmentant
le cotit d’opportunité de I’attente : on sacrifie en effet le rendement & lors de I’attente.
Cela a pour effet de diminuer la valeur de F(P) et d’accélérer le projet, c’est-a-dire
de diminuer P*. Comme le premier effet domine le second, une augmentation de &
a pour effet d’augmenter P*.
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On peut maintenant supposer que les flux monétaires nets désignés par V
suivent un processus de retour vers la moyenne, soit:

dV =n(V-V)Vdt+cVdz

ou mest la vitesse de retour de V vers sa moyenne V. Le taux de croissance attendu

E(dV)
Vv

est une fonction de V. Désignons par [ le taux de croissance ajusté pour le risque du
projet. Le rendement de disponibilité & est alors une fonction de V. En effet:
1 E(dV) —
d=p————=u-n(V-V
h-—y THnv-v)

1 .. ‘. .
de V, soit a , n’est plus ici constant comme dans les cas précédents, mais

L’équation différentielle de F(V), soit I’option d’investissement, est alors de:

%GZVZF"(V)+(r— 3)VF'(V)-rF=0

En remplagant § par sa valeur qui vient d’étre calculée, on a:

%GZVZF"(V)+(r—u+ N(V-V))VF(V)-rF =0

Les conditions aux bornes sont les conditions habituelles pour un call perpétuel
classique, c’est-a-dire: F(0) = 0; F(V*) = V¥ —1; F(V¥*) = 1.

La solution de cette équation est plus complexe dans ce modele que dans celui
ou V suit un mouvement brownien géométrique. Elle fait en effet appel a la distribution
hypergéométrique. Cette distribution est basée sur la distribution binomiale. Pour le
comprendre, reprenons 1’exemple de Stuart et Ord (1994). On a N balles dans une
urne. On fait ’hypothése que Np balles sont rouges et Nq balles sont noires, avec
(p + q) = 1. Si on fait n essais avec remise, la probabilité de tirer j balles rouges et

ny . .
(n —j) balles noires est de: f, =| . p’g"’. C’est 1a la distribution binomiale.
]

Supposons que ’on révise la reégle de la loterie. Quand une balle est tirée,
(c + 1) balles sont retournées dans I’urne. Les essais successifs cessent alors d’étre
indépendants, a moins que ¢ ne soit égal a 0, auquel cas on retrouve la distribution
binomiale. Quand ¢ = —1, aucune balle n’est retournée, c’est-a-dire qu’on a alors un
tirage sans remise. La fonction de probabilité devient alors:

Np (N
=g e (Jp[)[NJqJ)
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C’est 1a la distribution hypergéométrique. La probabilité cumulative de cette distri-
bution a comme solution la série suivante:

opt, o(atl)B(B+1)tt
y 1 y(y+1) 2!
ot o=-n;PB=-Np; y=Ng-n+1.

Fo,By,t)=1+

La solution de I’équation différentielle précédente, qui intégre un processus
de retour de la moyenne, est de la forme suivante: F(V)=AV°h(V), au lieu de
F(V)= AV® comme c’était le cas pour le mouvement géométrique brownien. Aprés
substitution, on trouve la solution finale suivante pour 1’option d’investir:

2n

F(V)= AVGH(?v;e,b)

ou H(.) est la fonction hypergéométrique. Sa solution en série est la suivante :

a4 0 0(6+1)x* B(6+1)(6+2)x°
HOGOD) =L Xt vy 21 T b(b1)(b+2) 3

ou
x=2—?V
o
1 -r—-nV - vV 1 2
0 % rzﬂ + r Hﬁ;ﬂ _ _2
2 o o 2 o
2(r—u+nV
b:29+( Mzﬂ)
o

Dans I’expression de F(V), il reste a déterminer la constante A et le seuil critique d’in-
vestissement V* a 1’aide des conditions aux bornes habituelles. Comme H(.) constitue
une série infinie, ces deux termes doivent étre déterminés numériquement.

Selon Dixit et Pindyck (1994), plus la valeur 4 long terme de V, soit V, est
importante, plus ’option d’investissement F(V) I’est aussi, et plus le seuil critique
d’investissement V* augmente. Par ailleurs, la relation entre V* et m, soit la vitesse
du retour vers la moyenne, dépend du niveau de I’investissement initial I en regard
de V. Quand V est important en regard de I, une augmentation de v augmente F(V)
et donc V*. L’inverse tient quand V est faible en regard de I, car alors, une augmen-
tation de m réduit F(V).
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b. LE MODELE DE DiXIT D'ENTREE ET DE SORTIE OPTIMALES

Le modele de Dixit (1989) est intéressant en ce sens qu’il met a mal la théorie
marshallienne classique de I’investissement. En effet, la théorie marshallienne a été
formulée dans un contexte de certitude. Mais la théorie doit étre modifiée dans un
univers d’incertitude qui donne la part belle aux options réelles.

L’input du modgele de Dixit est le suivant. On considére un projet d’investis-
sement avec un coft de k, soit I’investissement initial. Il n’y a aucune dépréciation
et le colt variable du projet est de w par unité de temps. p est le taux d’intérét, qui
n’est pas nécessairement égal au taux sans risque, et le coiit de sortie est de L. Le
projet produit une unité d’output de telle sorte que le revenu du projet est le prix P.
La regle de décision consiste en deux prix critiques Py et P,. L’investissement sera
effectué si P monte au-dessus de Py, et sera abandonné si P tombe en deca de P,. Le
but de I’exercice est de déterminer ces deux prix de facon optimale.

La théorie marshallienne classique, qui fait abstraction de I’incertitude, est
essentiellement une théorie marginaliste. L’investissement est effectué dés que le
revenu marginal excéde le colit marginal. Dans le probléme qui nous concerne, le
revenu marginal de produire est ici de P et le colit marginal de produire, de w + pk.
Dans I’univers classique de Marshall, la firme produira tant et aussi longtemps que
P > w + pk. Elle abandonnera le projet lorsque P < w + pL, ou L est le coiit de la sortie.
Donc, dans la théorie marshallienne, P, est égal & w+pk et P, est égal a w — pL.

Cependant, dans un monde d’incertitude, il faut intégrer les options. Or,
I’option d’investir est a peine en jeu au prix marshallien Py. L’optimalité commande
donc d’investir lorsque le prix P exceéde suffisamment le P;; marshallien. De la méme
facon, le prix qui commande 1’abandon sera nettement inférieur a w — pL plutot que
de lui étre égal comme dans I’univers marshallien.

Pour déterminer P, et P, Dixit suppose que le prix P suit un mouvement
. PP dP . :
brownien géométrique: 5= adt+odz, o E(P,/P,)=e"". Pour des raisons de

convergence: a < p. Le probléme de décision de la firme comporte donc deux variables
d’état: le prix P et une variable discréte qui indique si la firme est active, la variable
d’état prenant alors la valeur de 1, ou si la firme est inactive, la variable d’état prenant
alors la valeur 0. V, (P) est la VAN de la firme si elle est inactive et V,(P) est sa
VAN lorsqu’elle est active. Dixit fait appel aux techniques de la programmation dyna-
mique pour établir ses équations différentielles puisqu’il ne suppose pas que p soit
nécessairement le taux sans risque. Le rendement espéré sur un portefeuille est alors
p et pas nécessairement r. On fait alors appel a I’équation de Bellman pour trouver
la solution, qui reléve de la programmation dynamique. Il est facile de démontrer que
I’équation différentielle qu’elle doit satisfaire si elle est inactive est de:

1
EcsZPZV';J+ oPVi-pV,=0
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Or, on sait que ao=p—3, O étant, on le rappelle, le rendement de disponibilité.
L’équation différentielle de V s’écrit alors, en remplagant o par (p—39) :

1
EGZPZV'5+(p—5)PV(')— pV, =0

On reconnait ici I’équation de Black et Scholes, sauf que r est remplacé par p.

Si Pentreprise est active, elle génere en plus un flux monétaire de (P — w) par
période. L’équation différentielle est alors de:

%GZPZV'H(p— 8)PVi-pV,+(P-w)=0

Les deux équations différentielles, c’est-a-dire celle correspondant a un état
inactif et celle correspondant a un état actif, ont la méme partie homogene. On trouve
leur équation caractéristique commune en posant comme solution: V = AP?, On obtient
alors I’équation caractéristique suivante:

~o"B(B-1)+ ap—p=0

qui peut étre réécrite comme suit:

6(B)=B° - (1-m)B-s=0

. 21 2p , . . . .
ou m=— et s=—, . Cette équation admet une racine positive, 3,, et une racine
c c

négative, [3,, c’est-a-dire:
(1-m)+y(1-m)’ +4s
2

B, =

(1-m)- (1—m)z+4s
2

B, =

La solution particuliere pour la deuxieme €quation différentielle, qui est non homo-

N ‘s ) (. . . P ow . .
gene, a été calculée antérieurement et est égale a: 3o Ce terme a une interprétation
p

intéressante puisqu’il est égal a: E[‘[(Pt - W)eptdt] . C’est donc 'espérance de la
0

valeur actualisée du projet en laissant le projet en action indéfiniment a partir d’un prix

initial P, qui croit a un taux a. Les solutions générales pour V et V, sont donc de:

V, = A,P" + B,P:
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P
V, = AP + B PP +(——ﬂ)
5 p

Comme V(0) =0, B, = 0. Et comme Lim V, = %—ﬂ ,A, = 0. A la suite de I"appli-
o P

cation de ces conditions aux bornes, V, et V, s’écrivent:
— B
V, = AP*

V, = B +(E—ﬂ)
5 p

Il reste a déterminer A,, B, ainsi que les prix critiques P% et P¥ qui commandent
I’entrée et la sortie de ’entreprise. Pour ce faire, on fait appel aux quatre conditions
de raccordement entre les deux régimes, entrée et sortie, qui définissent entre autres
les transitions optimales entre les deux régimes. Ces conditions sont les suivantes:

1. Le passage du régime inactif a actif, qui s’effectue au prix Py, comporte
le payoff suivant:

VO(PH):VI(PH)_k

2. Lacondition du smooth pasting reliée au passage du régime inactif a actif,
soit la dérivée du payoff, est la suivante :

VE)(PH):VIl(PH)

Le prix P, qui commande la sortie doit satisfaire aux mémes conditions,
soit:

3. Le payoff:

4. Le smooth pasting :

V(I)(PL): Vll(PL)

En solutionnant ces équations, on trouve que: P, >w—pk=W, et que
P, <w-pL=W,_, W,et W, étant les bornes marshalliennes de I’investissement. On
voit donc que la solution en état d’incertitude différe de celle de Marshall valable en
état de certitude. Si P, <P <P, une firme oisive n’investit pas et une firme active
demeure en affaires. L’incertitude €largit donc I’intervalle marshallien d’inaction.
Incidemment, lorsque I’écart type du rendement du projet tend vers 0, les prix critiques
s’identifient avec les bornes marshalliennes, ce qui montre bien que c’est I’incertitude
qui ouvre une bréche dans le monde marshallien.



62 Finance computationnelle et gestion des risques

L’inaction est qualifiée d’effet hystérique par Dixit. En effet, le renversement
d’une cause ne donne pas nécessairement lieu au renversement de son effet. Dixit
cite le cas de firmes étrangéres qui viennent produire aux Etats-Unis pour tirer parti
de I’appréciation du taux de change américain. Or, si le taux de change revient a son
niveau initial, les firmes étrangéres ne ressortent pas nécessairement des Etats-Unis
car les options réelles mises en place rehaussent la valeur de leurs projets d’investis-
sement. Hystérique a prime abord, cette inertie ne 1’est plus lorsque I’on introduit les
options réelles dans I’analyse. Toutefois, le modele de Dixit en arrive a la conclusion
que lorsque les cofits d’entrée et de sortie, respectivement de w et de L, tendent vers
0, Py et P, ils tendent vers une limite commune w. Les coiits irrécupérables (sunk
costs) sont donc essentiels pour expliquer 1’effet d’hystérie. Ils sont également a la
base de la naissance des options réelles, puisque I’irréversibilité des investissements
est le fondement méme de la théorie des options réelles et que cette irréversibilité
repose justement sur la présence de ces colts irrécupérables.

Dixit introduit par la suite une plus grande flexibilité dans ce modele en suppo-
sant en supposant que la production doit démarrer a partir d’un certain niveau en raison
d’économies d’échelle. Pour ce faire, il introduit une fonction de production du type
Cobb-Douglass dans son modele. Supposons que v soit I’output et h(.), la fonction
de production. La forme suivante est donnée a la fonction de production :

h(v) =V’

La fonction de coit est linéaire, c’est-a-dire qu’elle est égale a cv. La fonction
de profit s’écrit donc:

n=Ph(v)-cv=Pv’—cv

L’objectif de I’entreprise est de maximiser son profit. En maximisant le profit
par rapport a v, on trouve que le profit optimal est de:
0\is
t=(1-0)|—| P+®=KP’
C

N

1
ou y= 1o >1. La fonction de profit est donc convexe.

En appliquant le lemme d’It6 a , on a:

2
dn= T gp 1 Lozp2 U0 gy
P 20 dp

dr = yKP"™ + %GZsz(y —1)KP"*dt
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En se rappelant que dP = oPdt+ cPdz, on a:

2
= y{owm}dw yodz = adt + 6dz

i 2

On revient donc a une équation de la méme forme que celle de P. Par consé-
quent, pour solutionner ce probléme qui intégre une fonction de production a la Cobb-
Douglas, il suffit de remplacer P par m dans les équations différentielles de V, et V,
et d’utiliser & et & a la place de « et ¢. La flexibilité additionnelle que comporte ce
modele sur le plan de la production fait en sorte que la firme investit plus rapidement
et qu’elle se retire plus lentement. Les prix critiques P,; et P, sont donc tous les deux
abaissés.

Finalement, on peut supposer que le prix du bien suit un processus Ornstein-
Uhlenbeck plut6t qu’un mouvement brownien. Sa représentation est la suivante :

dP =A(P-P)dt+oPdz

ot P est le prix a long terme et \, la vitesse d’ajustement du prix vers son niveau de
long terme. A la suite de cette modification, I’équation différentielle que doit satisfaire
V,, c’est-a-dire la valeur du projet inactif, est alors:

%czpzvg+ A(P-P)Vy—pV, =0

et de facon similaire pour V,, la valeur du projet en action. Ce processus de prix a
pour conséquence d’augmenter ’intervalle d’inaction, en ce sens qu’il accroit P, et
abaisse P, . Par exemple, quand le prix actuel est élevé, I’éventualité d’un retour vers
la moyenne rend les perspectives moins favorables. Une entreprise est donc plus
réticente a se lancer en affaires dans pareil contexte.

RESUME

Nous avons pu constater dans ce chapitre que la méthode utilisée pour déterminer
les prix d’options réelles perpétuelles est tres générale tout en étant fort souple. La
procédure commune a tous les modeles étudiés est la suivante, qui fait appel a la
programmation dynamique. Supposons que nous voulions déterminer le prix d’une
option F dont le sous-jacent est de V, une variable aléatoire qui suit un processus
stochastique connu. On fait alors appel a I’équation du rendement pour déterminer
I’équation différentielle de F. Le revenu espéré de F est représenté par E(dF). Ce revenu
doit étre égal au revenu exigé sur des projets d’investissements de méme catégorie
de risque, c’est-a-dire pFdt, ou p est le taux de rendement exigé sur des projets de
méme catégorie de risque que V. L’équation du rendement est donc:

pFdt = E(dF)
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En développant dF selon le lemme d’Itd, on obtient:
. 1 .2
dF =F'dV+ > F"dv

Il faut également déterminer le processus stochastique suivi par V. Supposons qu’il
suive un mouvement brownien géométrique, c’est-a-dire: dV = aVdt + oVdz. En
substituant cette expression dans dF et en prenant 1’espérance, on trouve’:

1
E(dF)= ocVF'dt+EcszV2F"dt
L’équation du rendement s’écrit donc:
[ 1 2\/2n
pFdt = aVF dt+50 VF"dt

On peut réécrire cette expression de la fagon suivante, sachant que o = p — 8, ou &
est le rendement de disponibilité, assimilable a un taux de dividende :

%GZVZF"dt+(p—6)VF'dt— pFdt=0

C’est la I’équation différentielle que doit satisfaire F selon I’approche de la program-
mation dynamique, qu’il ne faut pas confondre avec I’approche du portefeuille sans
risque utilisée par Black et Scholes, ou le taux de rendement est le taux sans risque et
non un taux de rendement ajusté pour le risque comme dans ’approche de la program-
mation dynamique. Cependant, si le portefeuille est sans risque, p est alors égal a r,
le taux sans risque, et en remplacant p par r dans I’équation différentielle que nous
venons d’écrire, on retrouve précisément I’équation de Black et Scholes.

L’équation différentielle de F qui découle de I’équation du rendement ne suffit
pas pour déterminer la valeur de F de méme que le seuil critique d’investissement
V*. En fait, elle admet une infinit€ de solutions. Il faut recourir aux conditions aux
bornes pour qualifier la catégorie d’option analysée et pour trouver une solution.
Considérons le cas d’une option d’investissement. Lorsque le processus stochastique
suivi par V est un mouvement brownien géométrique, la solution est alors de la
forme: F=AV" + A,V% ou B et B,sont les racines caractéristiques. Il y a alors
trois inconnues: A,, A, et V*, le seuil critique d’investissement. Il faut donc trois
conditions aux bornes, soit les suivantes.

5. A noter que nous négligeons les termes en dt2, qui n’influencent que marginalement 1’espérance du
revenu. On rappelle également que E(dz) = 0 et E(dz?) = dt.
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La premiere condition aux bornes pour un call perpétuel américain est de:
F(0) = 0. Cette condition nous permet d’annuler la constante associée a la racine
caractéristique négative. Sinon, F tendrait vers I’infini quand V tend vers 0, ce qui
contredit la premicre condition aux bornes. Si B, est la racine négative, la solution
recherchée se réduit alors a: F = A V™. 1l nous reste donc deux inconnues 2 trouver,
soit A, et V*, cela a partir des deux conditions aux bornes restantes.

La deuxieme condition aux bornes stipule que la valeur de 1’option est égale
a son payoff lorsqu’elle est exercée, c’est-a-dire: F(V*) = V* — I. Cette condition
contredit la régle classique d’investissement qui veut que 1’on investisse des que la
VAN du projet est nulle, c’est-a-dire dés que V = L. Selon la deuxiéme condition, il
faut investir quand: F(V*) + I = V*. Dans un monde d’options réelles, le montant
sacrifi€ lors de I’investissement, soit I, n’est pas le seul coilt d’opportunité de 1’in-
vestissement. Il y a un autre colt d’opportunité qui doit étre compté: la valeur de
I’option d’investissement F. En effet, celle-ci a de la valeur tant qu’elle n’est pas
exercée et elle disparait lorsqu’elle est exercée. Cette option permet de résoudre en
partie I’incertitude de ’avenir, c’est-a-dire d’investir au moment jugé opportun. Il
y a donc deux cofits d’opportunité reliés au lancement d’un projet d’investissement
dans un monde incertain: I, le montant d’investissement, et F, la valeur de 1’option
d’investissement. La deuxiéme condition aux bornes stipule que lorsque 1’investis-
sement s’enclenche, c’est-a-dire que lorsque 1’option est exercée, la valeur des flux
monétaires actualisés du projet excluant I’investissement doit étre égale a la somme
du montant d’investissement I et de la valeur de ’option F qui est I'un des cofits
d’opportunité de I’investissement. Par conséquent, V doit étre suffisamment supérieur
a I pour que I’investissement puisse s’enclencher et non lui étre égal comme dans le
cas classique.

La troisieme condition aux bornes est celle dite du smooth pasting. Cette
condition est spécifique aux options américaines. La dérivée ou pente de la fonction
de I’option doit en effet étre égale a celle de la fonction de payoff au point d’exercice.
Dans le cas de I'option d’investissement, il faut donc que:

& _d(v-1)_,
dv.  dv

Au point d’exercice, il faut donc que: F' (V *)= 1.

Voila en résumé la technique de valorisation des options réelles perpétuelles
américaines. Cette méthode d’une grande généralité nous permet de quantifier un tres
grand nombre d’options américaines, quoiqu’elle puisse se complexifier pour certains
processus stochastiques. Nous avons vu en effet que si le sous-jacent de I’option suit
un processus Ornstein-Uhlenbeck, la valorisation de I’option fait appel a la distribution
hypergéométrique. Comme cette distribution représente une série infinie, il faut alors
recourir au calcul numérique pour déterminer la valeur de 1’option.
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ANNEXE

3A

INTRODUCTION AUX EQUATIONS
DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Une équation différentielle linéaire est de la forme suivante:

a,y(t)+ay'(t)+ay"(t)=b

Une équation différentielle linéaire est donc composée de la valeur de la fonction
y(t) et de ses dérivées. Elle est dite homogene si b est nul et non homogene autre-
ment. L’équation que nous venons d’écrire est une équation différentielle du second
degré, car les dérivées apparaissent jusqu’au second degré. Résoudre une équation
différentielle revient a trouver une expression pour y(t) qui n’est plus composée de
ses dérivées. La solution sera fonction du temps et de certains parameétres.

1. L'EQUATION DIFFERENTIELLE DU PREMIER DEGRE

Nous nous attaquons dans un premier temps aux équations différentielles linéaires
du premier degré, c’est-a-dire les équations comportant le niveau de la fonction et
sa dérivée premicre. Envisageons le cas de 1’équation différentielle homogeéne du
premier degré suivante:

dw(t

aw(y rw(t)=0

dt

ol W est la richesse et r, le taux d’intérét. Cette équation peut &tre réécrite comme
suit:

S 1odw(t)
w(t) dt

Ainsi exprimée, cette équation s’interpréte alors facilement. Elle signifie que la
richesse croit au taux r. On peut la résoudre en intégrant les deux co6tés:
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In(W(t))+c, =rt+c,
En regroupant les constantes, on a:
In(W(t))=rt+c
ol ¢ = ¢, — ¢,. En mettant cette dernieére équation sous forme exponentielle, on

obtient:
W(t)=e" =¢"e’ = Ae"

ou A =e°. Du fait de la constante A, cette équation différentielle admet une infinité de
solutions. Pour fixer A, il faut une condition initiale. Supposons que nous connaissions
la valeur initiale de W(t) au temps 0, c’est-a-dire W(0). On a:

W(0)=Ae™ = A

Finalement, la solution de notre équation différentielle est la suivante:
W(t)=W,e"

Reprenons maintenant notre équation différentielle de la richesse, mais en supposant
cette fois-ci qu’elle n’est pas homogene, c’est-a-dire qu’elle comporte une constante.
Elle s’écrit alors:

d—W—rW+b=O
dt
ou encore .
d—W—rW=—b
dt

Le terme b peut €tre par exemple un flux monétaire périodique que recoit le détenteur
de richesse.

La technique de résolution de cette équation comporte deux étapes. On résout
d’abord la partie homogene de 1’équation. On connait la solution de cette équation
qui est de la forme: W = Ae". On appelle cette solution: fonction complémentaire.
On trouve ensuite une solution particuliere a 1’équation différentielle non homogene,
que I’on appelle solution particuliere ou intégrale particuliére. Essayons la solution la
plus simple: W =k, ou k est une constate. En substituant cette solution dans 1’équation
différentielle, on obtient:
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—rW:—bAW:E
r

La solution générale de 1’équation différentielle, désignée par y(t), est constituée de
la somme de la fonction complémentaire y_ et de I'intégrale particuliere y , soit:

y(t)=y.+y,

Dans le cas qui nous intéresse, la solution générale est:
b
W= Ae" +—=
r

Pour fixer A, on se sert de la condition initiale connue W(0). En substituant cette
valeur dans la derniere équation, on trouve :

W(0)=A+2 5 A=w(0)-2
r r

La solution finale de I’équation différentielle est donc:

W [W(O)—E}e" +2

r r
Comment interpréter cette solution ? Eh bien, I’interprétation d’une telle solution est
toujours la méme. L’intégrale particuliere, qui prend ici la valeur de (b/r), représente
la valeur a long terme de la richesse, ou, si on veut, sa valeur d’équilibre. C’est ici la
valeur capitalisée a perpétuité du flux monétaire périodique b que regoit le détenteur
de richesse. Pour sa part, I’équation complémentaire représente la déviation a court
terme de la richesse de sa valeur d’équilibre.

Comme autre exemple® d’une fonction différentielle du premier degré, suppo-
sons qu’une entreprise évolue dans un univers déterministe et que sa valeur soit
représentée par V. Elle produit un profit de Pdt par période. L’équation du rendement
de cette entreprise est alors :

(d—v + P)dt =rVdt
dt

Comme elle évolue dans un univers déterministe, son revenu global doit étre de rV
par période, ou r désigne le taux sans risque. Comme on peut le constater, ce revenu

o . dv ‘o . N . .
est constitué d’une appréciation de ot par période, assimilable a un gain de capital,

6.  Cet exemple s’inspire de Wilmott (2000), chap. 61.
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et a un flux monétaire de P par période, assimilable a un dividende. Comme on vient
de le constater, la solution générale de cette équation est:

P

V(t)=Ae" +—

r

Pour solutionner, il nous faut une condition que doit satisfaire I’équation différentielle.

Il s’agit ici d’une condition finale. Nous posons : V(T) =0, c’est-a-dire que I’entreprise

cesse d’opérer a la période T. L’entreprise est donc assimilable a une annuité P qui
est versée périodiquement entre t et T. La solution particuliere est donc ici:

V(T)=Ae" oA=L A P
r r r

En remplagant A par sa valeur dans V(T), on obtient:

V(t)= _Pemen P
r r

v(t)=$(1—e"”“>)

soit la simple actualisation de ’annuité P entre t et T. On note que si T tend vers
I’infini, on obtient alors la perpétuité —, soit la valeur de P capitalisée a 1’infini. On
r

note également que la solution de I’équation différentielle du premier degré differe
beaucoup selon la nature de la condition qui sert a calculer la constante A. Les deux
exemples que nous venons d’étudier ont essentiellement la méme équation diffé-
rentielle, sauf que 1’équation de la richesse est soumise a une valeur initiale et que
I’équation de la valeur de la firme est soumise a une équation finale. Les solutions
de ces deux équations sont donc tres différentes. Par ailleurs, le r qui précede V
dans I’équation différentielle de la valeur de la firme est le taux d’escompte des flux,
comme on I’aura constaté. Il faut donc toujours assimiler ce parametre d une équation
différentielle, qu’elle soit du premier ou du second degré, au taux d’escompte des flux
du probleme. On s’en convaincra en faisant d’autres exercices similaires.

2. L'EQUATION DIFFERENTIELLE DU SECOND DEGRE

Nous abordons maintenant 1’équation différentielle linéaire du second degré, dont la
forme générale s’exprime comme suit:

y"(t) + aly'(t) + azy(t) =b
Nous cherchons une solution de la forme :

y(t)=y.+y,
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ol y,, ’équation complémentaire, est la solution de la partie homogene de I’équation
différentielle et y, est une solution particuliere de 1’équation.

Commencons par déterminer 1’équation complémentaire. On tente la solution
suivante: y = Ae". En substituant cette valeur dans la partie homogéne de 1’équation,
on obtient:

r’Ae" +a,rAe" +a,Ae" =0

En divisant par Ae", on obtient:

r’+ar+a,=0

Les deux racines de cette équation sont donc:

2
Ty t./a; - 4a,

r1,2 - 2

L’équation complémentaire a donc la forme suivante:

y.=Ae" + A

Nous devons maintenant établir 1’intégrale particuliere de notre équation différen-
tielle. Encore une fois, réduisons y a une constante k. En substituant cette valeur dans
I’équation différentielle, on a:

ay()=b—y(t) ==

a,

La solution générale de I’équation différentielle du second degré est donc:

b
(D) =y +y, =A™+ A" +—
aZ
Il reste a déterminer les deux constantes A, et A,. Comme il y a cette fois-ci deux
inconnues, il nous faut deux conditions initiales. Disons que nous savons que y(0) =c,
et y'(0) = c,. En substituant ces valeurs dans y(t), on a:

y(0)=A1+A2+£=C1
a

2
y'(O) =LA +LA, =¢C,

Ces deux équations ne comportent que deux inconnues, A, et A,, qui peuvent des lors
étre calculées comme a 1’accoutumée.
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Nous allons illustrer I’utilisation des équations différentielles du second degré
en finance par I’exemple suivant. Supposons qu’un put dont le prix est désigné par
V soit fonction de CF, disons les flux monétaires d’un projet. Les flux monétaires
obéissent au mouvement brownien arithmétique suivant:

dCF =rdt + odz

ou r est le taux sans risque et o, I’écart type des flux monétaires. Pour déterminer V,
nous formons donc un portefeuille sans risque composé d’une unité de 1’option et

s s av . . . L.
d’une position a découvert de T du projet. En suivant le raisonnement décrit dans ce

chapitre, on en arrive a I’équation différentielle suivante que doit satisfaire le put:

2
2 d Vz +r—dV -rV=0
dCF dCF

1

—0c

2
Comme cela est d’usage, nous essayons une solution de la forme: V= Ae’™. La

g . X dv o

dérivée premiére de V par rapport 2 CF est —— = BAe’ et sa dérivée seconde,
d2v dCF

dCF?
divisant le tout par Ae, on obtient I’équation caractéristique suivante :

=PB%Ae’. En substituant ces valeurs dans I’équation différentielle et en

%0262+r[3—r:0

En divisant le tout par ¢?, on obtient:

1 r r
B+ —B-—=0
2 c o
r . . . e .
Posons: — =s. Les deux racines de I’équation caractéristique sont alors:

- =
B, =-St S’ +2s

o

ou B, >0 et B, <0.

La solution générale est de la forme:
_ A aBCF B,CF
V=Age"" +A,e™

Les valeurs de A, et A, ainsi que la valeur d’exercice optimal CF* sont déterminées
par les conditions aux bornes. Comme il s’agit ici d’un put américain perpétuel, trois
conditions aux bornes doivent étre satisfaites comme on I’a vu dans ce chapitre :
lim V(CF)=0
CF—eo

V(CF*)= X -CF*
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V'(CF*)=-1

La premiére condition implique que A, = 0. En effet, la racine rattachée a ce terme
est positive, ce qui implique que V tend vers ’infini quand CF tend vers 'infini, ce
qui contredit la premicre condition. La solution générale de la valeur du put est donc
de la forme:

V= AehF

Pour déterminer A, et CF*, on se sert des deux autres conditions aux bornes. En
substituant la valeur de V, la deuxiéme condition aux bornes, soit celle du payoff,
s’écrit:

A" = X —CF*— A, =(X - CF*)e P

La troisieme condition aux bornes, soit celle du smooth pasting, s’écrit pour sa
part:

V'(CF*)=B,A,e"" =-1

En remplagant A, par sa valeur, on a:
B, (X —CF*)e Pt = 1

BZ(X—CF*)=—1—>S*=X+Bi

2

Retracons maintenant I’évolution du put perpétuel qui fait I’objet de cette section en
fonction de son sous-jacent CF, et déterminons CF*, pour les données qui apparaissent
au tableau Al.

TABLEAU A1  Parameétres d’un put perpétuel

R 0,05
(o) 08
S 25
X 25
) 0
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La solution pour la valeur du put perpétuel dont les données se retrouvent au tableau Al
est la suivante :

V — 33 20e70,078><CF

L’évolution de ce put perpétuel en fonction de son sous-jacent CF se retrouve a la
figure Al. Pour les données du probléme au tableau A1, le flux monétaire correspon-
dant a I’exercice optimal est de 12,2.

FIGURE A1 Evolution d’un put perpétuel en fonction
de son sous-jacent sans dividende (CF* = 12,2)

30

S == \/aleur du put L

cFP X

——Valeur intrinseque
i \"———__ ]
0

—
0 10 20 30 40 50 60 70
Prix du put

Le mouvement brownien arithmétique se préte bien a la solution classique des équa-
tions différentielles du second degré du type: V = AePS. Mais 1’on suppose souvent
en finance que les mouvements browniens sont du type géométrique. Les équations
différentielles stochastiques ont alors la forme suivante, comme on a pu le constater
dans ce chapitre :

o’V oV

L +(r-8)S—-rv=0
0S

=06°8* —
2 0S

La dérivée seconde de V est multipliée par S? et sa dérivée premiére, par S. On ne
peut alors donner comme solution la forme classique: V = Ae®P. En substituant cette
expression dans 1’équation différentielle, on obtiendrait:

1
E(SZSZ[SZAeSﬁ +(r—38)SpAe*? —rae®f =0
En divisant le tout par Ae*", on obtient:
1 2c2p2 _
~ S*B*+(r-38)Sp-r=0

Or, on ne peut dans ce cas obtenir I’équation caractéristique en raison de la présence
de S? et de S. On ne peut donc trouver une solution pour V en supposant au départ
que V= Ae®P,
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Les équations différentielles qui sont issues de mouvements browniens géomé-
triques ont plutét la solution suivante: V = ASP. En substituant cette solution dans
I’équation différentielle précédente, on trouve:

2
lcsZSZa—\2/+(r—é‘>)sa—v— V=0
2 0S aS

%GZSZB(B ~1)AS"? +(r - 8)SBAS* ™ —rAs" = 0

1
Ecsz[s(ﬁ—l)AsB +(r-38)BAs” —rAs? =0
En divisant le tout par AS?, on a:
1.
50 B(B-1)+(r-8)p-r=0
On retrouve donc 1’équation différentielle caractéristique nécessaire a la solution
recherchée. Par conséquent, lorsque le sous-jacent d’une option obtempere a un

mouvement brownien géométrique, sa solution est du type: V = ASP et non du
type classique: V = Ae®P.
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ANNEXE

3B

AUTRES NOTES

SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ET SUR LES MATHEMATIQUES
COURAMMENT UTILISEES EN FINANCE

ANNEXE 3B1
LES RACINES D’'UNE EQUATION QUADRATIQUE

On veut trouver les racines de la fonction donnée par 1’équation quadratique de base :
ax” +bx+c = 0. Les deux racines de cette équation sont données par :

_ —b++b%*-4ac

X, . =
12 2a

Pour illustrer cette solution, considérons I’exemple suivant. On veut trouver les racines
de la fonction quadratique suivante:

f(x)=x*—4x+4

ou:a=1,b=-4etc=4. Lasolution est:

_AEy-47-40)@) _ o

Xl 2
: 2(1)

En mettant cette équation en facteurs, on trouve: (X— 2)2 =0 et par conséquent il
existe une racine unique a cette équation, soit 2.

La démonstration de ce résultat repose sur une autre procédure, tout aussi
classique que cette derni¢re, nommée « complétion du carré ». Pour compléter le carré
d’une fonction quadratique, on utilise I’expression suivante :
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2 2 2 2
f(x)=a x2+2(£)x+(£) —a(ﬁ) +c:a(x+£) _bT-dac
2a 2a 2a 2a 4a

Considérons 1’exemple d’application suivant:

Soit f(x) = —x2 + 40x — 600, une fonction quadratique quelconque ot a = —1, b = 40
et ¢ = —600. En substituant ces valeurs dans 1’expression de complétion du carré, on
obtient:

2 2
f(x)= —1|:x2 + 2(4—2Jx + (4—2) } (ﬂ) — 600 = —1(x* — 40x + 400) + 400 — 600

=—(x—20)" - 200

L’expression — (X — 20)2 —200 atteint sa plus grande valeur (en valeur absolue) a
hauteur de —200 lorsque x = 20. Encore une fois, il n’existe qu’une seule racine a
cette équation puisqu’elle représente un carré parfait.

ANNEXE 3B2

~ INTRODUCTION AUX EQUATIONS
DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1

Les équations différentielles font partie intégrante des fondements de la finance
quantitative moderne. A titre d’exemple, la célebre équation différentielle de Black et
Scholes (1973) est basée sur 1I’hypothése d’un portefeuille sans risque qui rapporte le
taux sans risque. De ce fait, cette équation se réduit a quelques différences pres a une
équation différentielle classique. Les options perpétuelles, utilisées dans I’évaluation
d’entreprises dont on suppose une durée de vie illimitée, constituent un exemple encore
meilleur de ces équations. Ces observations suffisent a motiver 1’étude des techniques
de résolution des équations différentielles déterministes. Dans ce qui suit, nous allons
donc présenter les techniques de base requises pour solutionner ces équations.
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Afin de donner un avant-go(it de ce qu’est une équation différentielle, consi-
dérons la formulation suivante :

dy
dt

Cette équation est une équation différentielle linéaire d’ordre 1, soit la plus simple.
La solution est évidente. En effet, en prenant I’intégrale des deux membres de cette
derniere et en les multipliant par dt, on obtient:

fﬂdt= jbdt
dt
S>y{t)=th+c

Une équation différentielle linéaire plus générale et plus proche de celles que nous
aurons a solutionner en finance est donnée par:

dy

—+u(t)y =w(t)

dt
On la nomme équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficient et a terme variables
ou u(t) est le coefficient et w(t), le terme variable, tous deux étant fonctions de t.

Afin de simplifier la présentation, considérons premic¢rement le cas ou le
coefficient et le terme sont constants. En générale, on distingue deux types d’équa-
tions différentielles dans ce cas: I’équation différentielle dite homogene et I’équation
différentielle dite non homogene.

1. LE CAS HOMOGENE

Dans le cas homogene, le terme w(t) est supposé nul et le coefficient, u(t) = a, est une
constante. L’équation différentielle prend donc la forme suivante:

dy
—+ay=0
dt Y

L Ldy_
y dt

La solution requiert une simple intégrale en utilisant la méthode de substitution et la
régle du logarithme:

j%i—i’dt: _[—adt
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Mais par les regles de substitution et des logarithmes, on peut développer le membre
gauche de cette derniere :

dy
‘l.? = Inly|+¢c,
Le membre droit devient :

f—adt =-at+c,

En égalisant ces résultats et en combinant les constantes (¢, + ¢,=c), on a:

Inly|=-at+c

En mettant les deux membres sous forme exponentielle, on obtient:
|y| — e—at+c — e—atec — e—atA

ol A = ¢°. Si on ne retient que les valeurs positives de y, la valeur absolue de y est
égale a y. Donc le résultat précédent devient:

y(t)=Ae™ ey

Pour se débarrasser de la constante, qui est somme toute arbitraire, on évalue I’équation
a sa condition initiale: y(0) = Ae™ = A . En substituant ce résultant dans y(t), on a

y(t) =y(0)e™ (2)

On nomme respectivement ces deux derniers résultats la solution générale et la solu-
tion définie. Lorsqu’une valeur est attribuée a A, on nomme cette solution la solution
particuliere.

2. LE CAS NON HOMOGENE

Lorsque le terme de droite est différent de zéro, on est alors en présence d’une équation
linéaire non homogene d’ordre 1. Elle prend la forme suivante:

d

LA ay=>b

dt
ol b est le terme qui a été€ fixé a une valeur constante b. La solution de cette équation
est composée de deux termes nommés, respectivement, le terme complémentaire y,
et I'intégrale particuliere y,. La solution générale prend la méme forme que dans le
cas homogene, c’est-a-dire:

y,=Ae™
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L’intégrale particuliere est de la forme

ou a doit étre différent de zéro. La somme de la solution complémentaire et de I’in-
tégrale particuliere donne la solution générale :

Y=y, +y, = A+ (@ #0) )
a
La solution définie suppose une condition initiale y(0) pour t =0:
b b
yO0)=A+—=A=y(0)-—
a a
En remplagant ce résultat dans (3), on obtient la solution définie:

bl .. b
y(t)= [Y(O) ——}ea +— (az0) “4)
a a

Exemple 1

On veut trouver la solution de I’équation dy / dt + 3y = 9, avec comme condition
initiale: y(0) = 15. Comme a = 3 et b = 9, alors on obtient, selon I’équation (4):

9| & 9
t)=(15-—|e" +—
y(t) [ 3} 3

Exemple 2

On recherche la solution de I’équation dy / dt + 3y = 0 , avec comme condition initiale :
y(0) = 5. Puisque a = 3 et b = 0, on obtient, selon 1’équation (4):

y(t)=[5-0]e* +0="5e™

La méme solution aurait pu étre obtenue en utilisant 1’équation (2) du cas
homogene.
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Exemple de microstructure des marchés :
le cas de Uoffre et la demande d’options’

Pour illustrer la dynamique des prix entre 1’offre et la demande d’options et la
formation d’un équilibre de prix sur le marché des options, nous utilisons un modele
dynamique de prix. Supposons que la demande et I’offre d’options puissent se modé-
liser par:

fl(P) = Qd =0+ BP
f,(P)=Q,=-v+3dP
ol a,B,\ et & sont supérieurs a 0. Le prix d’équilibre s’obtient comme suit lorsque
(Q,=Q,), c’est-a-dire que I’offre est égale a la demande :
0+PP=—y+P=>P0OB+B)=y+0=>

5:y+oc %)
3+

Graphiquement, on peut illustrer cet équilibre comme suit.

Equilibre de I'offre et la demande d’options

Exemple d’analyse de la dynamique de prix

Supposons les conditions initiales suivantes pour le marché:

1. P(0) = P. Cette condition signifie que le marché est a 1’équilibre au début
de I’analyse et aucune analyse dynamique de prix n’est requise.

7. Lorsque les marchés financiers sont incomplets, les modeles d’offre et de demande pourraient devenir
pertinents pour valoriser les options.
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2. P(0)#P.Le prix d’équilibre est accessible apres un processus d’ajustement
durant lequel non seulement le prix va changer a travers le temps, mais
les quantités vont également s’ajuster.

A la lumiére de ce que nous venons de discuter, les prix et les quantités sont
considérés comme des fonctions du temps. La question qui nous intéresse dans ce
contexte s’exprime comme suit. En supposant que le temps s’écoule suffisamment
pour que le processus s’accomplisse totalement, est-ce que le prix atteindra 1’équi-
libre au niveau P ? En termes mathématiques, la question peut se reformuler comme
suit. Aura-t-on le sentier temporel: P(t)— P quand t — e ? Pour répondre a cette
question, nous devons premicrement trouver le sentier temporel de P(t). En général,
le changement de prix est supposé étre soumis a la force relative qui relie la demande
et I’offre dans le marché. Pour simplifier, supposons que le taux de changement du
prix en regard du temps soit a tout moment directement proportionnel a I’excédent
de demande (Q,— Q) qui prévaut a ce moment-la:

dP . .
;—J(Qd—Qo)po (6)

ol j est le coefficient d’ajustement. A 1’équilibre :
dP .
—=05s1Q,=
dt Qu=Q
En substituant Q, et Q_ dans (6), on a:

d . . .
= i@ +y=8P) = -+ 1) B+ D)P

daP . .
=g TIB+8)P = j(a+7)
En posant P =y, a = j(3 + &) et b = j(a + 7y), on obtient une équation différentielle

linéaire non homogene d’ordre 1:

dy
—+ay=>b
a Y

La solution que nous cherchons est donnée par (4), c’est-a-dire:

Y=y~ 2|42

a a
_ o B | jopy , ®+P
:>P(t)_[P(0) —B+5}e *5rs

=[P()-PJe™+P
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La question posée a 1’origine était: Sit— oo, P(t)—P. La réponse est la suivante.
Etant donné que k > 0 ot k = j(B + 3) et que P(0) et P sont constants, alors
[P(O) P]e’kt — 0 lorsque t > o = ILm P(t) = P. Donc la réponse i notre question
est positive. La représentation graphique de la dynamique de prix est la suivante.

Exemple d’analyse de la dynamique de prix pour trois cas :

P(0) > P, P(0) = P et P(0) < P

P(t) A
P(0)
P(t) : P(0) > P
B
P(t) : P(0) <P
P(0)

3. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE

Nous avons discuté les équations différentielles du premier ordre, ayant la caractéris-
tique de n’inclure aucune dérivée d’ordre supérieur a 1. Pour modéliser, par exemple, le
taux de changement du changement d’un cash-flow quelconque, on peut avoir recours
aux équations différentielles d’ordre 2. En effet, considérons une fonction décrivant
le taux de changement du changement d’un cash-flow (y) dans le temps (t):

dy?
(dt)®

:ky8

8. Notons que cette équation a également une forme similaire au gamma d’une option. En effet, le
gamma d’une option est calculé par la dérivée du changement du prix de cette option. On pourrait
donc penser que ces équations sont mieux adaptées a nos problémes en finance quantitative, en
particulier lors du pricing d’options.
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Supposons que nous voulions trouver le sentier temporel de la fonction y(t). La
solution est alors donnée par la résolution de cette équation en utilisant les méthodes
présentées dans cette section. Les équations d’ordre supérieur a 2 ne seront pas traitées
dans cette section, mais voici la forme que peut prendre une telle équation:

n n-1 n-2

dy o +al d n)_ll +a2 d HYZ +...+ anflﬂ
(dt) (dt) (dt) dt

+ay=>b (7

Cette équation est dite d’ordre n parce que la dérivée la plus élevée est d’ordre n. Elle
est également linéaire puisque que la variable dépendante (y) et ses dérivées sont du
premier degré et qu’aucun produit de ceux-ci n’intervient. Elle est aussi caractérisée
par le fait que le terme et le coefficient sont constants; c’est ce nous allons supposer
dans cette section.

Lorsque n = 2, on nomme alors (7) : équation différentielle linéaire d’ordre 2.
Elle prend 1’allure suivante:

y"(t)+ alyl(t) +ay= b (8)

d? d .
ou y"(t)= (dt;lz’ y'(t) :(d_)t/) et a, a, et b sont des constantes. L’équation (8) est
qualifiée de non homogene. La solution générale de cette derniére est similaire a celle

que nous avons présentée pour les équations d’ordre 1, c’est-a-dire:

y()=y.+Y, )

ol y, ety, sont, respectivement, les solutions complémentaire et (intégrale) particuliere
de I’équation complete.

3.1. Cas homogene (b = 0): solution de la fonction complémentaire

Nous avons trouvé, dans le cas des équations linéaires du premier ordre, que la solu-
tion avait I’allure suivante:
rt

y = Ae

Faisons la conjecture que cette solution est également valable pour trouver celle de
la fonction complémentaire. En supposant cette solution, nous devons aussi accepter
que les dérivés premicres et secondes de (y) sont:

y'(t) = rAe" o V(D)= r’Ae"

Dans le cas homogene (b = 0) et en prenant en compte ces dérivés, I’équation (8)
devient alors:

Ae"(r’ +ar+a,)=0 (10)
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Pour que I’équation soit nulle, ou bien A = 0 ou bien r doit satisfaire 1’équation:
(r’+ar+a,)=0 (11)

Mais étant donné que nous savons que ce probléme comporte une condition initiale
définie sur A, on ne peut pas poser A = 0. On doit donc trouver les valeurs de r qui
satisfont (11).

L’équation (11) est connue sous le nom d’équation caractéristique ou équation
auxiliaire de I’équation (8) pour le cas homogene (b = 0). Les racines caractéristiques
s’obtiennent comme nous 1’avons présenté précédemment pour le cas ot a = 1,

b=a, et c = a,, c’est-a-dire:
2
et \/al —4a,

o= 5 (12)

Nous devons conclure de (12) qu’il existe en fait deux valeurs pour r, soit r, et r,. On
a donc deux résultats pour notre conjecture, c’est-a-dire:

1l j— 2l
Y= Aler et Y, = Azer

On peut démontrer que si I’équation (8) (cas b =0) est satisfaite pour y, et y, individuel-
lement, alors elle le sera aussi pour la somme de ces deux variables, c’est-a-dire :

[yi®+y2®]+a[yi®+yy]+a,(y, +y,)=0
Donc la solution complémentaire est:

Yo=Yty = At + A" (13)

Ce résultat est utile en finance quantitative, par exemple, dans le cas ol on cherche
la solution d’un probléme d’option perpétuelle. Ce type d’option est particulierement
utile dans le contexte d’évaluation d’une entreprise. En effet, une entreprise est effec-
tivement perpétuelle en ce sens qu’elle n’a pas d’échéance définie.

En ce qui concerne I’intégrale particuliere, elle s’obtient simplement en calculant:

Y, =— (14)

La formule (12) implique en fait qu’il existe trois cas possibles.
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(. C-R W RACINES REELLES DISTINCTES

C’est le cas ou a,” > 4a,. Les racines de (12) sont alors des nombres réels. Prenons
un exemple.

Exemple

On veut trouver la solution de 1I’équation différentielle suivante :
y' (O +y'(t)-2y=-12

a, -2

De (8), (12) et (13), la solution complémentaire (y,) s obtient comme suit:

- +JaZ - 4a, _ —1+1-4(-2) -1+3 1o

r
12
2 2 2
On vérifie les résultats en recourant aux régles suivantes:

n+n=-l=-a;nnp=-2=a,

Donc, le résultat est:
y.=Ae' +Ae™
ou:a,=-l;a,=-2;r,=1etr,=-2.
La solution générale est donnée par:
yt)=y . +y, =Ae'+A.e” +6 (15)

Pour trouver les valeurs des constantes, nous avons besoin de deux conditions initiales.
Lorsque t = 0, on trouve en utilisant 1’équation (15) que:

y(0)=Ae’+Ae”@+6=A+A,+6 (16)
En calculant la dérivée premiere de (14), on a également:
y'(t)=Ae' -2A,™"

etpourt=0,0na:
y'(0)=Ae’—2A,e?@ = A -2A, (17)
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Mais pour que les conditions initiales (16) et (17) soient satisfaites, nous devons
poser que y(0)=12 et que y'(0)=-2. On en déduit un systeme de deux équations
a deux inconnues:

A -2A,=-2

On trouve la solution de A, et A, en soustrayant la deuxiéme équation de la
premiere :
A +A,=6

-A +2A,=2

=3A,=8=A,=8/3
Et en substituant A, dans I’'une des deux équations, on trouve que:

A +8/3=6=A,=10/3
La solution définie est donc:
10 8 5
f)=—e +—e" +6 18
y(t) 3 3 (18)

Pour vérifier la validité de cette solution, il faut d’abord calculer les dérivées premicre
et seconde de cette derniere :

. 10 . 16 , " 10 , 32
t)=—e ——e et t)=—e +—e
y'(t) 3 3 y"(t) 3 3

Ensuite, il faut substituer dans 1’équation différentielle de départ ces solutions en
prenant en compte 1’équation (18). On obtient alors:

Ee‘ Ee’z‘ +£et —Ee’2t —Eet —ge

¥ o12=-12 @ =-12=-12
3 3 3 3 3 3

On peut également vérifier que la solution (18) satisfait les conditions initiales:

16

y(0) :%e" +%e’2(°) +6=12 et y'(O):%eO —?e*m) = —6/3=-2CQFD

Deux autres cas possibles existent. Le deuxieme cas est celui des racines réelles
répétées ; enfin, le troisieme cas est celui des racines complexes.
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(/X RACINES REELLES REPETEES (RACINES EGALES)

Ce cas est celui ot les coefficients de 1’équation différentielle sont tels que a,* = 4a,.
Le terme sous la racine de 1’équation (12) devient donc nul et alors les racines sont
égales, c’est-a-dire:

r:rI:rZ:—E

Ce type de racines porte le nom de racines répétées (doubles) ou racines multiples.
La fonction complémentaire est alors représentée par I’expression suivante :

y.=Ae"+A =(A +A,)e"=Ae"

Comme on peut le constater, nous n’avons donc plus qu’une constante, ce qui n’est
pas suffisant pour nous ramener d’une équation différentielle d’ordre 2 a sa fonction
primitive. Pour éviter I’effondrement de notre probléme, nous allons postuler la solu-
tion y = A te", qui a la caractéristique d’étre linéairement indépendante de y = A,e"
et qui satisfait (8) pour le cas homogene. On peut en effet vérifier que cette derniere
satisfait I’équation (8) (cas ou b = 0) en calculant les dérivées premicre et seconde de
cette solution et en la substituant, ainsi que ses dérivées, dans (8), c’est-a-dire qu’on
substitue y = A te" ainsi que y'(t) et y"(t) dans (8) pour (b = 0). On trouve alors que
cette solution est juste. On en conclut donc que la fonction complémentaire pour le
cas a doubles racines peut s’écrire comme suit:

y.= A" +A,te"

Exemple

On désire trouver la solution de 1’équation suivante.
y"(t)+6y'(t)+9y =10

ol a, =6eta,=9.Ontrouve alors que a,” = 4a, = 36, ce qui est donc le cas de racines
réelles répétées. En effet, les racines sont de valeur identique: r=r, =1, =-a,/2=-3.
La fonction complémentaire est alors:

-3 -3
y.= A + A, e

L’intégrale particuliere s’obtient en calculant:
b_10

a, 9

La solution générale est donc:

yit) =y, +y, =Ae +Ate +10/9
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Pour trouver les valeurs des constantes arbitraires A, et A,, il faut poser des solutions
initiales. Posons y(0) = 5 et y'(0) = —5. On obtient les deux équations suivantes :

y(0)=A,+10/9=5 = A,=35/9

y'(t)=-3A, -3Ate > +Ae™ —y'(0)=-35/3+A,=-5
= A,=-15/3+35/3=20/3

On peut donc écrire la solution définitive comme suit:
y(t)=35/9e* +20/3te* +10/9

(o7 RACINES COMPLEXES

Dans cette section, nous ne donnerons qu’un apercu du cas avec racines complexes.
Toutefois, cet apercu sera suffisant pour étre opérationnel dans ce cas particulier.

La derni¢re possibilité restante est celle ou les coefficients sont tels que
a,><4a,. Dans ce cas, selon I’équation (12), on obtient alors la racine d’un nombre négatif,
ce qui implique I’utilisation du concept des nombres complexes et imaginaires.

4, FONCTION COMPLEMENTAIRE

Lorsque a,* < 4a,, les racines caractéristiques sont une paire de nombres complexes
conjugués donnés par:

r,r,=h=xvi

1 1 .
ou h = _Eal’ V= E\/4a2 —a? et i est un nombre complexe du type J=1. Alors 1a

fonction complémentaire sera, par analogie avec la formule de De Moivre’:
y, =e" (A;cosvt+ Agsinvt) (19)

avec A;=A +A,, A= (A, —A),)i. Ces résultats proviennent de la fonction complémen-
taire y, =" (AleVit + A,e™"), forme que nous avons déja rencontrée précédemment.
Notons que nous avons implicitement supposé qu’il était possible de substituer vt a
I’angle 6 dans 1’équation (18). Est-ce que cette facon de faire est juste ? Pour répondre
a cette question, nous devons nous rappeler la question du cercle unitaire et certaines
définitions et concepts connexes.

9.  En vertu de la formule de De Moivre: (cos®+isin®)" = cosn®+isinn.
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La portion d’un cercle de rayon unitaire (r = 1) de longueur AB, notée arc AB, est
justement égale a 0 dans ce cas particulier. Cette caractéristique nous permet donc
d’écrire :
arc AB
r

0=

= arc AB

puisque r = 1. Donc, puisque dans ce cas particulier, on a que 0, qui est habituelle-
ment mesuré en radians (noté rad, soit un angle et non pas un nombre habituel), est
également une longueur (portion du cercle unitaire), alors il est effectivement justifié
de substituer vt a 6 dans la fonction complémentaire.

Exemple

Soit I’équation différentielle :

y"(t)+2y'(t)+ 34y = 68

avec pour conditions initiales y(0) = 3 et y'(0) = 11.

Solution

La solution particuliere s’obtient en calculant:

Comme a,>= 4 < 4a, = 136, les racines caractéristiques sont une paire de nombres
complexes conjugués (h + vi) ou:

1 1 1
h=-Ja=-1et ?/4a2 -a; = ?/132
Donc, la fonction complémentaire est:

V132 J13_2J

yc:e“[Ascos t+A65inTt

En combinant y, et y,, on obtient la solution générale:

J132 J132 t]+ )
2 2

y(t)=¢" (As cos t+ A, sin
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Afin de fixer les valeurs des constantes A, et A, on utilise les deux conditions initiales
y(0) =3 et y'(0) = 11. La solution générale devient:

y(0)=e" (A, cos0+Agsin0)+2 = (A, +0)+2

puisque cos 0 = 1 et sin 0 = 0. Sachant que y(0) = 3, on trouve que A; = 1. Il nous
reste a différentier la solution générale et 1’on obtient :

V132 V132 _t V132 . 132 V132 V132
5 +e ' Al - sin t|+ AecosTt

t+Agsin——t
2 2 2

y'(t)=—-e" [As cos

(Note: on a utilisé le résultat sur les dérivées de fonctions trigonométriques:

C%Sine =C0s0 et diecose =—sin0). En évaluant cette derniére at =0, on a:

@.O]JB_Z J V132

y'(0)=—(Agcos0+ A sinO)+[A5(—Tsm +TA6 cos0 |=-A, +TA6

Mais sachant que y'(0) = 11 et que A, = 1, on trouve que A, = 24 /~/132.

b. EXEMPLES SYNTHESES

5.1. Un exemple tiré de la microstructure des marchés

Nous avons présenté précédemment un modele d’offre et de demande d’options
et, pour ce faire, nous avons utilisé le calcul relié aux équations différentielles du
premier ordre. Dans ce qui suit, nous allons élargir cette application aux équations
différentielles du deuxieéme ordre.

Une caractéristique du modele que nous avons présenté est qu’il n’utilisait
que I’information sur les prix. Mais il arrive que les acheteurs et vendeurs se basent
non seulement sur le prix actuel, mais également sur la tendance qui prévaut a cette
période. A partir de cette tendance, ces intervenants financiers formeront leurs antici-
pations du niveau futur du prix, ce qui aura une influence sur leurs décisions d’offre
et de demande.

5.2. Un modeéle d’offre et de demande d’options
incluant la tendance et I'anticipation de prix

En temps continu, I’information sur la tendance du prix d’équilibre d’une option sur
le marché financier peut étre obtenue en étudiant les dérivées premiére et seconde. En
effet, la dérivée premiere nous informe sur la pente du prix (p. ex., hausse ou baisse
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de prix) et la dérivée seconde, sur la variation dans la pente (p. ex., accélération de
hausse ou de baisse de prix). Afin de tenir compte de ces constatations, nous allons
modifier notre modele de base comme suit:

Q. =D[P(1), P'(t), P"(1)]
Q, =O[P(t), P'(1), P"(1)]

Une spécification linéaire, par exemple, de ce modele est donnée par
Qy=0a—-BP+mP'+nP"

Q,=—-7+P+uP'+wP"

ou les parametres o, B, y et & sont supérieurs a zéro. Les parametres m, n, u et w, qui
n’ont par ailleurs pas été contraints, emmagasinent I’information sur les anticipations
des acheteurs et vendeurs. Par exemple, posons m > 0. Alors une hausse de prix
impliquera une hausse de la quantité demandée. Ceci nous indique que les acheteurs
anticipent que la hausse de prix va se poursuivre et préferent augmenter leurs achats
maintenant, quand les prix sont encore relativement bas. Par contre, si m < 0, cela
signifie qu’ils anticipent un renversement rapide dans la tendance du prix et alors les
acheteurs préferent diminuer leurs achats courants et attendre une baisse de prix qui
s’effectuera plus tard. Pour sa part, le parameétre n concerne le taux de changement de
la pente du prix dans le temps. Il indique s’il y a accélération ou ralentissement dans
I’accroissement des prix. Comme on peut le constater, les parametres m et n ajoutent
un élément de spéculation aux prix dans notre nouveau modele, ce qui s’avere tout
a fait réaliste en regard des marchés financiers.

Afin de simplifier I’étude de la dynamique du comportement de notre nouveau
modele, nous allons poser les hypothéses suivantes. Posons que u = w = 0 et que le
marché est a I’équilibre a chaque point dans le temps. On peut donc égaliser I’ offre
a la demande et obtenir:

Q,=Q, =-Y+P=0-BP+mP'+nP"
mp,_[3+8p=_oc+y
n n

+9d o+
En posant que y:P’al:F'azz_BT et b=—

=P"+

Y, on obtient alors une

équation différentielle linéaire du second ordre.

Il est & noter qu’en comparaison avec le modele que nous avons présenté
précédemment qui utilisait un mécanisme d’ajustement de prix (dP /dt= j(Q, - Q,))
impliquant que dP/dt = 0 si Q, = Q,, ce qui signifie un équilibre intertemporel, ce
modele suppose un équilibre entre I’offre et la demande a chaque point dans le temps,
ce qui n’implique pas un équilibre intertemporel. En d’autres termes, ces deux types
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d’équilibres sont différents. Il faut également remarquer que ce sont les dérivées
premicre et seconde qui donnent une nature dynamique a ce dernier, alors que 1’as-
pect dynamique est insufflé dans le premier modele par le mécanisme d’ajustement
de prix, qui n’est évidemment pas présent dans notre dernier modele.

Le prix d’équilibre intertemporel, c’est-a-dire 'intégrale particuliere P, (y,),
est facilement obtenu par (14):
b o+
Pp = — = —Y
a, P+
Puisqu’il s’agit d’une constante positive, celle-ci représente un équilibre stationnaire.

Pour ce qui est de la fonction complémentaire (P,), il y a trois cas de figures possibles :
le cas de racines réelles distinctes, le cas de racines réelles doubles et le cas de racines
complexes. Elaborons chacun des cas.

(7. -X W RACINES REELLES DISTINCTES

Le cas des racines réelles distinctes, on le rappelle, concerne la situation ou b? > 4ac,

2
c’est-a-dire (m) >—4(M).
n n

La fonction complémentaire pour ce cas est par (13):
P.=Ape" +A,e"

2
rl,r2=% —%i\/(%) +4(B—:8) (20)

Donc, la solution générale est de:

= = it o, Ot
P(t)=P,+P, =A™ +Ae™ + 815 21

.- RACINES REELLES DOUBLES

Le cas des racines réelles doubles, on le rappelle, se rattache a la situation pour

laquelle b? = 4ac, c’est-a-dire:
2
() -=(5)
n n



Les options perpétuelles 93

Dans ce cas, les racines caractéristiques ne prennent qu une seule valeur:

_m
2n

La solution générale est alors:

o+

P(t)= A e—mt/2n +A te—mt/Zn +
(©=A N B+8

(7. 33 RACINES COMPLEXES
Le cas des racines réelles doubles est relié a la situation ou b? < 4ac, c’est-a-dire
2
m +9d
2y <(22)
n n

Dans ce troisieme cas, les racines caractéristiques sont une paire de nombres complexes
conjugués:

Alors la solution de 1’équation générale est

P(t)=e ™" (A;cosvt+ Agsinvt) + ([); +g (22)
+

5.3. Analyse dynamique de I'équation (21)

')
sera

Ce résultat mérite quelques explicatzions. Le cas ot n >0 implique que —4(
o .- . m . L.
négatif et donc plus petit que | — | . Donc, les cas 2 et 3 peuvent étre immédiatement
n

rejetés. De plus, parce que d et 3 >0, I’expression sous la racine carrée de 1’équation
(20) doit nécessairement excéder (m / n)? et donc la racine doit étre supérieure a |m / n|.
Le signe + dans (20) produit une racine positive (r,) et une autre négative (r,). En
conséquence, 1’équilibre intertemporel est dynamiquement instable, sauf pour le cas
ol la constante A, de I’équation (21) est nulle.
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Advenant que n < 0, alors les trois cas présentés précédemment sont possibles.
Dans le cas 1, nous pouvons conclure que les deux racines sont négatives en autant
que m < 0. Les mémes conclusions s’appliquent au cas 2, c’est-a-dire que les deux
racines (répétées) seront négatives si m < 0. Il en va de méme pour le cas 3, puisque
h, la partie réelle des racines complexes de ce cas, prend la méme valeur que les
racines répétées (r) du cas 2, la négativité de m garantissant que h sera négatif. Donc,
on peut conclure que pour les trois cas, la stabilité dynamique est assurée lorsque les
parametres m et n sont négatifs.

Exemple

Supposons que les fonctions de demande et d’offre d’options sur le marché soient
représentées par le modele dynamique suivant:

Qs=30-2P-2P'-P"

Q,=-3+3P
avec pour conditions initiales P(0) = 12 et P'(0) = 1 et pour parameétres o = 30, 3 =2,
A=3,8=3, m=-2,n=-1. Le probléme est de trouver P(t) dans I’hypothéese ou les

marchés sont toujours a 1’équilibre, c’est-a-dire que 1’offre satisfait a la demande et
vice-versa, cela en tout temps.

Solution

Notons que les parametres m et n sont négatifs. Nous avons envisagé ce cas et en
avons conclu que I’équilibre intertemporel est dynamiquement stable. Pour trouver
la solution de ce modele, nous devons premierement égaliser 1’offre a la demande
(Q, = Q) pour obtenir I’équation différentielle suivante:

-3+3P=30-2P—2P'-P"
= P"+2P'+5P=33

L’équilibre intertemporel est donné par 1’équation particulicre

33
sz_oc+y=_
n 5

La solution complémentaire de notre équation différentielle (qui est de la forme:
y"(t)+a,y'(t) +a,y = b) estlasolution de I’équation homogene y"(t) + a,y'(t) + a,y =0,
c’est-a-dire:

r’+ar+a,=0

=r2+2r+5=0
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On trouve que les racines complexes sont:

L, =%(—a1 +.Ja? - 4a2):%(—21r\/4— 20):1(—2 +4i) = —1+2i

2 1/2
— (m) J =2, la solution
n

P(t)=e (A cos2t+ Agsin2t)+ ?

~—— N

1
On trouve alorsque h=(m/2n)=-letv= —(—4(m
générale est donnée par: 2 n

Pour trouver les valeurs des constantes A; et A, on pose que t = 0 dans la solution
générale et on obtient:

P(0)=e"(A,cos2(0)+ A,sin2(0)) + % =A, + ?
puisque cos(0) = 1 et sin(0) = 0. De plus, en différentiant la solution générale avec
t =0, on trouve que:

P'(0)=—e" (A4 c0s2(0)+ A,sin2(0))+ e’ (—2A4sin2(0) + 2A, cos2(0))
=—(A;+0)+(0+2A;)=—A, +2A,

En utilisant les conditions initiales P(0) = 12 et P'(0) = 1, on trouve que A; =27/5
et Ag =32/ 10. Donc, la solution définie est donnée par:

P(t)=e™" (£C082t+ 2sin 2t)+§
5 10 5

On peut interpréter cette équation comme étant celle décrivant un sentier
périodique en raison des termes sin et cos. La période s’obtient de 21 / v =  puisque
v = 2. Plus précisément, un cycle complet est effectué chaque fois que t augmente de
m =3, 14159... Le terme multiplicatif e™* fait en sorte que la fluctuation s’estompe.
Le sentier temporel, qui commence au prix initial P(0) = 12, converge vers I’équilibre
intertemporel P, = 33 / 5 de facon cyclique.
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ANNEXE 3B3
NOTES SUR LESS SUP™

En finance quantitative, la rigueur mathématique est courante et pour s’y retrouver,
nous avons besoin de quelques définitions et concepts supplémentaires a ceux que
nous avons présentés dans la section précédente. Par exemple, dans le cas des options
américaines, un concept souvent utilisé pour exprimer le maximum est ess sup'',
c’est-a-dire ’essential supremum. Dans cette section, nous présentons ce concept et
quelques définitions relatives ainsi que certains exemples.

Précisons ici le cadre de notre discussion. Un exemple d’utilisation de la défi-
nition du concept d’ess sup est donné par le cas du pricing d’un put américain. En
effet, la valeur d’un put américain est la suivante:

F|

Dans cette expression, 1’ess sup (essential supremum) se définit comme suit. Supposons
un espace de mesure (X,B,1) et posons la fonction f:X — R, une application de
X, un espace de mesure avec mesure ., dans I’ensemble des réels a une dimension.
L’essential supremum (ess sup) de f est le plus petit nombre a e R pour lequel f
excede a seulement sur une mesure zéro. Ce concept nous permet donc de généraliser
le maximum d’une fonction, cette généralisation faisant appel au concept de limite!2,
Formellement, supposons a € R, et définissons:

P, = €SS SUP .y E [e’r‘“’ (X-s,)

M, ={x:f(x)>a}

10. Dans cette section, nous nous inspirons des documents suivants : essential supremum, <PlanetMath.
org>; ScienceDaily, <sciencedaily.com/encyclopedia>; WolframResearch, <mathworld.wolfram.
com>.

11. On utilise cette définition, par exemple, dans le livre de R. Cont et P. Tankov (2004), Financial
Modelling with Jump Processes, Chapmam & Hall/CRC, Toronto. Ce concept fait référence au
concept d’infimum (inf). Par exemple, Glasserman (2003), Monte Carlo Methods in Financial
Engineering, Springer, New York, utilise le concept de supremum (sup) et d’infimum (inf) pour
définir I’exercice anticipé (optimal) dans le cadre d’options américaines.

12.  En analyse mathématique, la définition formelle de la limite couramment utilisée est la suivante.
Une fonction f qui approche la limite 1 prés de a s’écrit: V € >0, il y aun 8 >0 tel que, V x, si
0 <(Lx — aJ < & ,alors 0 < |f(x) — 1| < g . Pour plus de détails a ce sujet, on consultera M. Spivak
(1980), Calculus, 2¢ édition, Publish or Perish Inc., Wilmington.
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soit un sous-ensemble de X ou f(x) est plus grand que a. Alors posons
A,={aeR:p(m,)=0}

soit I’ensemble des nombres réels pour lequel M, a une mesure 0. Si A, =@, I’ensemble
vide, alors I’ess sup est défini comme étant '3, Autrement, I’ess sup de f est

esssupf =infA,

En d’autres termes, quand 1’ensemble de référence L est non dénombrable, il est
nécessaire de remplacer la notion de supremum d’une famille (x,,1 € L) de variables
aléatoires par celle d’essential supremum. Cette variable aléatoire, notée ess sup x,
est une variable aléatoire unique x telle que deux conditions:

a) Xx=x, VlelL et
b) X<y pour toute variable y telle que: y=x VlelL.

Maintenant, discutons du concept d’infimum puisqu’il est requis pour comprendre
celui d’ess sup. L’infimum (inf) se définit comme étant la plus grande borne inférieure
d’un ensemble, par exemple S, défini par une quantité m telle qu’aucun membre de
cet ensemble n’est plus petit que m. Soit € une quantité positive, si petite soit-elle.
Il y a alors toujours un membre de S qui est plus petit que m + €. En supposant que
cette quantité existe'*, I'infimum de S s’écrit inf S ou inf ¢ x. Plus formellement, inf
S pour S, un sous-ensemble non vide, de I’ensemble des nombres réels affinement
étendus R =R U {£oo} est la plus grande valeur y e R telle que V xS, x = y. De
facon parcimonieuse, Spivak (1980) définit I'infimum de S comme étant le nombre
x respectant les deux conditions suivantes. Un nombre x est la plus grande borne
inférieure d’un ensemble S si: 1) x est une borne inférieure' de S et 2) y une borne
inférieure de S, alors x > y. En utilisant cette définition, on a que inf S existe toujours,
et en particulier on a que iNfR = —eo.

Afin de clarifier ce concept, voici quelques exemples numériques simples.

Exemple 1
inf{x e R[0<x<1}=0

puisque y = 0 est en effet plus petit ou égal a x.

13. L’ensemble vide est un cas ol un tel nombre n’existe pas. Un autre cas du genre est celui ot f(x) =
1/x sur (0,1), I’ess sup est alors également .

14. Cette définition ne suppose pas nécessaire I’existence de celle-ci. En effet, inf R n’existe pas.

15. Un ensemble S de nombres réels est borné inférieurement s’il existe un nombre x tel que x < a,
V a dans S. Un nombre tel que x est qualifié de borne inférieure.
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Exemple 2
inf{x e R|x*>2}=2"°

: _ (ou3)® _ g < 5
puisque y = (2 ) =2 est inférieur ou égal a x.

Exemple 3
inf{(-1)" +1/n[n=1,2,3,.} =1

puisqu’on obtient, par exemple, pour n =1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, la série suivante: 0, 11/2,
=2/3, 11/4, -4/5, 11/6, —6/7. On constate que la limite inférieure de cette série est de
-1, soit son infimum.

La notion de supremum, notée sup, est également utilisée en finance. Par
exemple, Baxter et Rennie (1996) utilisent ce concept dans le cadre du pricing d’une
option américaine. Plus précisément, ils définissent la valeur d’une option d’achat
américaine comme étant la valeur maximale de toutes les stratégies d’arrét (stopping
strategies):

V, =supE, (e‘"(ST - X)+)

ol (.)* désigne le maximum et T, la variable aléatoire désignant le temps d’arrét.
En effet, ’acheteur d’une option américaine a le choix du moment d’arrét (exercer
son option) et ce choix n’utilise que I’information sur le prix disponible jusqu’a ce
moment. On utilise le concept de sup pour signifier qu’il faut maximiser sur I’ensemble
possible des stratégies d’arrét.

Spivak (1980) définit le supremum (sup) comme suit. Un nombre x est la plus
petite borne supérieure de S si: 1) x est une borne supérieure'® de S et 2) y une borne
supérieure de S, alors X <y.

16. Une borne supérieure se définit comme suit. Soit S un ensemble de nombres réels. S est borné supé-
rieurement s’il existe un nombre x tel que: X = a pour tout a dans S. Un tel nombre x est qualifié
de borne supérieure. L’ensemble des nombres réel R ou des nombres naturels N sont des exemples
d’ensembles non bornés supérieurement. Un exemple d’ensemble borné supérieurement est donné
par: S = {X 0<x< 1}. La borne supérieure dans ce cas est tout nombre supérieur ou égal a 1,
p- ex., 138, 2, 1,5 ou 1. 1 est également le sup de cet ensemble.
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ANNEXE 3B4

) QUELQUES NOTES
SUR LES INTEGRALES EN FINANCE"

Notes de lecture sur le manue[ de: N. Piskounov (1976), Calcul différentiel et intégral,
tome 1, 7¢ édition, Moscou, Editions MIR .

1. L'INTEGRALE INDEFINIE

Soit une fonction: F(x) et sa dérivée: f(x) = F'(x)

On peut envisager le probléme inverse. Etant donné une fonction f(x), on veut
trouver une fonction F(x) telle que sa dérivée soit égale a f(x):

F'(x) = f(x)

1.1. Définition de la primitive

F(x) est une primitive de la fonction f(x) sur le segment (a,b) si en tout point de ce
segment: F'(x) = f(x).

Si la fonction f(x) admet une primitive, celle-ci n’est pas unique. D’ou le
théoréme suivant:
Théoréme

Si F(x) et F,(x) sont deux primitives de la fonction f(x) sur le segment (a,b), leur
différence est une constante.

17. Pour rédiger cette section, nous nous sommes inspir€s de livres suivants: A.C. Chiang (1984),
Fundamental Methods of Mathematical Economics, 3¢ éd., McGraw-Hill, New York ; T. Copeland et
F. Weston (1988), Financial Theory and Coporate Policy, 3¢ éd., Addison Wesley, New York, F. Quit-
tard-Pinon (2002), Mathématiques financiéres, Editions EMS, management et société, Paris.

18. Dans cette annexe, nous fournissons en effet nos notes de lecture sur les chapitres 10 et 11 du tome 1
du Traité de Piskounov. Notre sélection est adaptée a la finance.
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Si nous connaissons une primitive quelconque F(x) de f(x), toute autre primitive
de cette fonction sera de la forme: F(x) + C, ou C est une constante.

1.2. Définition de l'intégrale indéfinie

On appelle intégrale indéfinie de la fonction f(x), que I’on note ~l‘f(x)dx , toute expres-
sion de la forme: F(x) + C, ou F(x) est la primitive de f(x). Par définition:

jf(x)dx =F(x)+C
F'(x) = f(x)

f(x) est appelée fonction sous le signe somme ou fonction a intégrer ; f(x)dx est I’ex-
pression sous le signe somme et le signe J est le signe d’intégration ou le signe
somme.

Toute fonction f(x) ne possede pas une primitive, donc une intégrale indéfinie.
Mais toute fonction f(x) continue sur le segment (a,b) posséde une primitive.

La dérivée d’une intégrale indéfinie est égale a la fonction a intégrer: si
F' (x) = f(x), alors:

(jf(x)dx) '= (F(x)+C) "= f(x)

La différentielle d’une intégrale indéfinie est égale a 1’expression sous le
signe somme :

d(jf(x)dx) = f(x)dx

1.3. Lintégrale indéfinie de la différentielle d’'une fonction

L’intégrale indéfinie de la différentielle d’une certaine fonction est égale a la somme
de cette fonction et d’une constante arbitraire :

JdF()=F(x)+C

Theéoréme

L’intégrale indéfinie de la somme algébrique de deux ou plusieurs fonctions est égale
a la somme algébrique de leurs intégrales:

j [£.0)+f,(x)] dx = j f (x)dx + j f,(x)dx
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Théoreme
On peut sortir un facteur constant de sous le signe somme:

[ af(x)dx = af f(x)dx

1.4. Quelques régles
- Si Jf(x)dx =F(x)+C, alors Jf(ax)dx = % F(ax)+C
— Si Jf(x)dx:F(x)JrC,alors Jf(x+b)dx=F(x+b)+C

~ Si Jf(x)dx:F(x)JrC,alors jf(ax+b)dx=1F(ax+b)+c
a

INTEGRATION PAR CHANGEMENT DE VARIABLE

On veut calculer J.f(x)dx .

On effectue dans cette intégrale le changement de variable suivant:
x=(t)

Alors:
dx = @ '(t)dt

L’égalité suivante est alors satisfaite:

[feqdx = [f[o(t)]o'(t) dt
La fonction x = ¢(t) doit étre choisie de maniére que 1’on puisse calculer I'intégrale
indéfinie figurant a droite de cette équation.

Il est parfois préférable de choisir le changement de variable sous la forme
t=y(x).

Exemple
On veut calculer JM .
4

(x)

On effectue le changement de variable suivant: y(x)=t.
Alors: y'(x)dx = dt

IM:

dt
— =log|t|+ C = log|y(x)|+C
oo =1 =l e
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Exemple
xdx
1+ %2

On veut calculer: J

Changement de variable:

t=1+x>

dt = 2xdx

xdx l.dt 1
J.1+x2_2'[

1
—=Zlogt+C==log(1+x?)+C
[ = loot+ C=7log(1+x’)

La méthode d’intégration par changement de variable est I’'une des plus
importantes du calcul des intégrales indéfinies. Le succes de I’'intégration dépend
fréquemment de notre capacité de choisir le changement de variable approprié qui
simplifiera les calculs. L’étude des méthodes d’intégration se rameéne a la détermination
du changement de variable a effectuer pour intégrer une fonction donnée.

INTEGRATION PAR PARTIES

Soient u et v deux fonctions dérivables de x. La différentielle du produit uv est:
d(uv) = udv + vdu

En intégrant cette expression:
uv = Iudv+ Jvdu

ou encore:
J-udv= uv — Jvdu

C’est la formule de I’intégration par parties.

On utilise cette formule pour intégrer des expressions pouvant étre mises sous
la forme d’un produit de deux facteurs, u et dv, quand le calcul de d[ vdu est plus facile
que '[udv. L’habileté requise pour effectuer un choix judicieux de u et dv nécessite
une certaine expérience que I’on acquiert par la résolution d’exercices.

Exemple

On veut calculer: J.Xzexdx .

Soit u = x?et dv = e*dx. Alors du = 2xdx et v=¢*. On a:

szexdx =x%e* - ije"dx
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On applique de nouveau a cette derniere intégrale la méthode d’intégration par
parties :

u, =Xx;du, =dx; dv, =e¥dx, v, = ¢*

Jxexdx =xe* - jexdx =xe*-e*+C
On a en définitive :

szexdx = x%* - 2(xeX - ex)+C = (x2 —2x+2)eX +C

1.5. Regles d’intégration

a) Intégration de x"

1
x"dx = ——x" + ¢
n+1

Exemple

1 1
fxlodx =—x"™4ic=—x"+c
10+1 11
f'(x)

f(x)
1 o f'(x)
_[—dx = InX + ¢ ou plus généralement J‘ﬁdx =Inf(x)+ ¢ pour f(x) > 0.
X X

b) Intégration de

Exemple
2
_[B%dx =Inx’+c
X

¢) Intégration de f'(x)e™™

jexdx =e*+c ou, plus généralement, If'(x)ef(x)dx =ef® 4.
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Exemple
Jerdex =e’ +c
d) Intégration de kf(x)
jkf(x)dx = kjf(x)dx ou k est une constante.

Exemple
_[Sx“dx = 3fx4dx
e) Intégration de f(x)

j [f(x)+g(x)]dx = j f(x)dx + jg(x)dx

Exemple
‘[|:3x2 + 4x5]dx = ‘[3x2dx + ‘[4x5dx
f) Intégration de a*
1
Jaxdx =—a"+¢c
Ina
Exemple

2%dx :LZX +cC
In2

g) Meéthode de substitution (contrepartie de la regle de chaine):

jf(u)%dx = jf(u)du

Exemples 1

'[3x2+2xdx

X% +x?
Posons u=x>+x"; alors du = (3x*+2x)dx. Donc
j3x2 +2x

1
— dx:_[—du:lnu+c:In(x3+x2)+c
x% +x u
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Exemples 2
ijVx3 +1dx

Posons u = x> + 1; alors du = 3x*dx ou dx = du / 3x>

JXZ\/X3+1 dx=J‘x2\/E%: J%x/adu

1 11
=—Iul’2du ==—u¥+¢
3 33/2

=%(x3 +1)3/2 +c

2. INTEGRALES DEFINIES ET EXEMPLES FINANCIERS

L’intégrale définie d’une fonction peut se représenter comme la surface sous cette
courbe. En effet, il suffit d’examiner la définition suivante pour réaliser ce fait.

J'f(x)dx = !lir[]azn“f(xi)Axi =A

Cette intégrale est appelée intégrale de Riemann ou somme de Riemann.

/ = f(x)

fix,) '“7 ]
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Théoreme

Posons F(x) comme étant I’intégrale indéfinie de f(x), alors
b
jf(x)dx =F(b)-F(a)
a

Ce théoréme nous montre comment une intégrale définie peut étre évaluée par deux
intégrales indéfinies. En effet, on n’a qu’a évaluer I’intégrale indéfinie de I’intégrand
et substituer les bornes supérieure et inférieure, ensuite effectuer la différence. On
appelle cette relation entre, d’une part, 1’intégrale et, d’autre part, F(a) et F(b), la
formule de Newton-Leibniz.

Exemple
4
Iexdx =¢"

0

4 4 0 _ _
0—e —e =54,60-1=53,60

2.1. Propriétés de I'intégrale définie

1. }f(x)dx =0

[\

b a
- JRe0dx == [f(x)dx
: ; b c d
3. Sia<c<b,alors [f(x)dx = [f()dx+ [F(x)dx

. }cf(x)dx = cj.f(x)dx

4
g ¢ b b
5. J[F60+909]dx = [f(x)dx+ [g(x)dx
Exemples financiers

Supposons qu’un flux de revenus de 12 000 $/an vous soit offert continuellement pour

les dix prochaines années. Quelle est sa valeur présente si le taux d’actualisation est
de 4%?

N
La formule générale pour résoudre ce probleme est donnée par: PV = J CFe "dt

< e s N 0 .
ou CF est le cash-flow par unité de temps, T, le temps ou les cash-flows se terminent
et r, le taux d’intérét. On peut donc écrire notre probléme comme suit:

10

VP = j12 000e gt
0
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En utilisant la régle de substitution, on a: u = —0,04t; du/dt = —-0,04 ou bien
dt = —du/0,04. En substituant ces valeurs dans VP, on obtient:

10 12 dU
12 000 j e Mgt =12 ooojeu X ———
: ) 0,04
10
=12 000 x — Je“du
0,04

10

=12 000 x —L)(e“ +c)
0,04

0

=12 000 ><(—L
0,04

)[6—0,04(10) _ e—0,04(0)] =98904

2.2. Intégrales impropres
Quelquefois, les bornes d’intégration sont de 1’ordre de —e ou de . Une telle
intégrale est qualifiée d’impropre.

Quelques relations :

]:f(x)dx = Lm }f(x)dx

j f(x)dx = Lm}f(x)dx

—oco a

T f(x)dx = Jlrpmj.f(x)dx

— boe~ a

Exemple financier 1: Le delta d’une option (ou les grecs)

Le calcul du delta d’une option (ou de tout autre grec) requiert 1’évaluation d’une
intégrale impropre du type:

4

N(d,) = jf(z)dz

—co

ou z est une variable aléatoire distribuée normalement.
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Exemple financier 2

Supposons que le flux de revenus de I’exemple précédent soit perpétuel. La VP peut
donc se réécrire comme suit:

I b
VP = j12 000e*%'dt = lim j 12 000e *%'dt
0

~ lim12 000[ -~ [0 —e0®]
0,04

b—oo
1

=12 000 x (~25)[0 1]

0,04b

puisque " — 0 lorsque b — . La VP est donc de 300 000 $.

2.3. Intégrales multiples

L’intégrale double d’une fonction f(x,y) a deux variables, x et y, s’écrit:
b d
j_[f(x,y)dydx

On évalue cette fonction en intégrant, premierement, par rapport a y, en maintenant
x fixe c’est-a-dire,

[0 y)dy

Ensuite, on intégre la fonction résultante par rapport a x.

Prenons un exemple numérique. Soita=0;b =2;c =0 et d = 3 et posons
f(x,y) = x’y?, on obtient:

x%y?dydx = j[ y /3)‘ }d
x*[(8°13)~(0°/3) Jux

4 2 4 4
_[X o] =of 2 -2 |=36
477) "4 a

Lorsque f(x,y) est continue, I’ordre d’intégration peut étre inversé:

O —— w

i

ot—.l\)

32 4 4 n3
*y2dxdy = | =dy 23 3
[ o535
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3. PRECISIONS SUPPLEMENTAIRES SUR L' INTEGRALE DEFINIE

Suite des notes de lecture sur le manuel de N. Piskounov (1976), Calcul différentiel
et intégral, tome 1, 7° édition, Moscou, Editions MIR "

3.1. Théoreme de la continuité

Si la fonction f(x) est continue sur le segment (a,b), elle est intégrable sur ce
segment.

L’intégrale définie dépend seulement de la fonction y = f(x) et des bornes
d’intégration, mais non de la variable d’intégration, qu’on peut désigner par n’importe
quelle lettre :

Jf(x)dx=[f(t)dt=...= [f(z) dz
On a:
Jf(x)dx:—jf(x)dx

Si a = b, on pose par définition, pour toute fonction f(x):

}f(x)dx:O

a
£

Le calcul des intégrales définies en tant que limites de sommes intégrales fait I’objet
de difficultés considérables. Il est donc naturel de chercher une méthode pratique du
calcul des intégrales définies. Cette méthode, due a Newton et a Leibniz, utilise le
lien entre I’intégration et la dérivation.

Propriété

On peut sortir un facteur constant de sous le signe somme:

j.Af(x) dx = Ajf(x) dx

a

19. Dans cette annexe, nous fournissons en effet nos notes de lecture sur les chapitres 10 et 11 du tome 1
du Traité de Piskounov. Notre sélection est adaptée a la finance.
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L’intégrale définie de la somme algébrique de plusieurs fonctions est égale a la somme
algébrique des intégrales des fonctions.

b

_[[fl(x) +f,(x) ] dx = jfl(x) dx + sz (x) dx

a

3.2. Théoreme de la moyenne

La fonction f(x) étant continue sur le segment (a,b), il existe sur ce segment un point
& tel que I’'on a:

b

~[f(x) dx=(b—a)f(&)

a

Propriéte

Soit a, b et ¢, trois nombres arbitraires. On a:

b c b

J'f(x) dx = Jf(x) dx + jf(x) dx

a a

pourvu que ces trois intégrales existent.

3.3. Formule de Newton-Leibniz

Soit x la borne supérieure et t, la variable d’intégration. On a:

[f(1)dt

a
a étant une constante, cette intégrale est fonction de sa borne supérieure x. Soit ®(x)
cette fonction:

X

®(x) = [f(t)dt

a

La dérivée de F(x) par rapport a x, c’est-a-dire la dérivée de I’intégrale par rapport
a sa borne supérieure, est la suivante:
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La dérivée d’une intégrale définie par rapport a sa borne supérieure est égale a la
fonction sous le signe somme dans laquelle la variable d’intégration a été remplacée
par la valeur de la borne supérieure.

f(€

d'(x)

X & x+ Ax

Interprétation géométrique de la dérivée d’une intégrale (figure)

L’accroissement A® = f(&)Axest égal a Iaire (intégrale) du trapéze curviligne de
base Ax et la dérivée @'(x)=f(x) est égale a la longueur du segment xX.

Toute fonction continue admet une primitive.

Théoréeme

F(x) étant une primitive de la fonction continue f(x), on a:

Cette formule est appelée la formule de Newton-Leibniz?®. On peut introduire la
notation:

b

jf(x)dx:F(x)

a

b
a

La formule de Newton-Leibniz fournit un moyen de calcul pratique quand on connait
une primitive de la fonction a intégrer.

20. Selon Piskounov, cette appellation est conventionnelle, car ni Newton ni Leibniz n’ont donné expli-
citement cette formule. Mais il est important de souligner que ce sont précisément Leibniz et Newton
qui, les premiers, ont établi le lien entre ’intégration et la dérivation ayant permis d’énoncer une
régle de calcul des intégrales définies.
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3.4. Changement de variable dans une intégrale définie

Soit:

jf(x) dx

a

Introduisons la nouvelle variable t par la formule:

X =@
Si:
L el)=a;jB)=b
2. @(t) et @'(t) sont continues sur le segment (o, [3)
3. f(e(t)) est continue sur le segment (o, [3)
alors:

b

i
J1(x) dx=[f[o(t)]@'(t) dt

a

Par exemple, si on veut calculer ’intégrale :
r
IV r’ —x*dx
0

par le changement de variable: x = r sin(t) ; dx = r cos(t)dt
On détermine les nouvelles bornes: x =0 pour t =0 et X =r pour t = 7/2

On a, suite au changement de variable:
r 2
Jx/rz —x*dx = Ix/rz —r’sin®trcost dt
0 0

que I’on peut des lors solutionner plus facilement.

3.5. Intégrale impropre

Lorsque la limite suivante:

lim | f(x) dx

b—+eo
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existe, cette limite étant appelée intégrale impropre de la fonction f(x) sur I’intervalle
(a, +o0 ), on la représente par:

jf(x) dx

a

Si la limite existe, on dit que 1’intégrale converge. Sinon, elle diverge.

3.6. Intégrales dépendant d’'un parameétre: formule de Leibniz
Soit I’intégrale d’une f(x) dépendant du parametre o :
b
(o) = jf(x,oc) dx

Si le paramétre varie, la valeur de I’intégrale variera aussi. La dérivée de cette inté-
grale par rapport a o est la suivante:

I'(a)

Il
—
—
Q -
—
X

R

SN—
o
x

C’est la formule de Leibniz.

On suppose maintenant que les bornes d’intégration a et b sont également
fonction du parametre a.

(o) =@[o,a(a),b(a)]= J- f(x,0) dx

On obtient la dérivée suivante :
b(or)

I'(o) = _[f('x(x,oc)dx+f[b(a),a]£—f[a(a),(x :—;

a(o)
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CHAPITRE

4

LE MODELE DE BLACK ET SCHOLES
ET SES APPLICATIONS

Le modele de Black et Scholes a véritablement révolutionné la finance moderne.
Publié en 1973, il correspond au lancement des options sur les bourses américaines.
Le marché des options devait connaitre par la suite un essor trés considérable.

Contrairement a Black et Scholes, les auteurs antérieurs n’avaient pu trouver
une solution analytique au prix d’un call européen qui soit opérationnelle. Avant 1973,
les chercheurs s’intéressaient surtout a la valorisation des warrants, les autres formes
d’options n’étant pas négociées sur des marchés boursiers organisés et faisant donc
I’objet de contrats de gré a gré. Les warrants sont des options d’achat a long terme
qui se traduisent par une émission d’actions lors de leur exercice. Or, les options
d’achat classiques ne donnent pas lieu a une émission d’actions, mais seulement a
un simple transfert entre les parties de la transaction. Les warrants se traduisent donc
par un effet de dilution du capital des actionnaires existants, ce qui n’est pas le cas
pour les options classiques. Comme davantage d’actions sont émises lors de 1’exer-
cice des warrants, il y a en effet lieu de craindre un effet de dilution, c’est-a-dire une
diminution du prix de I’action sous-jacente.

Or, les chercheurs n’avaient pas jusque-la su trouver une solution analytique
opérationnelle au prix du warrant. Cette solution intégrait toujours le prix du risque
et, ipso facto, le degré d’aversion au risque des investisseurs. Ces deux variables
étant tres difficiles a estimer, force était de trouver une solution analytique qui en
fasse abstraction. Black et Scholes ont su éliminer le prix du risque du calcul du prix
d’un call européen en exploitant la corrélation entre le prix de 1’option et celui de
son sous-jacent. En combinant I’option avec son sous-jacent, ils ont ainsi pu former
un portefeuille exempt de risque. Le prix du risque était alors nul. Ils ont pu de la
sorte trouver une solution exacte au prix d’un call européen écrit sur une action ne
versant pas de dividende.
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A I’intérieur de ce chapitre, nous fournirons dans un premier temps une preuve
de I’équation de Black et Scholes. En effet, il existe plusieurs fagons de prouver
I’équation de Black et Scholes. On peut en effet solutionner directement 1’équation
différentielle de Black et Scholes en recourant a 1’équation de la chaleur, dont la
solution est connue depuis longtemps. Black et Scholes ont d’ailleurs procédé de
la sorte pour calculer 1I’équation du prix d’une option d’achat européenne écrite sur
une action ne versant pas de dividende. On peut par ailleurs invoquer le théor¢me
de représentation de Feynman-Kac pour établir le prix de ladite option. En effet, en
vertu de ce théoreme, 1’équation différentielle de Black et Scholes a comme pendant
une espérance dans I’univers neutre au risque. En fait, le prix de I’option d’achat est
la valeur actualisée de 1’espérance du payoff final de 1’option, définie dans 1’univers
neutre au risque. C’est de cette facon que nous ferons la preuve de 1’équation de
Black et Scholes, cette solution étant beaucoup plus simple que celle de 1’équation
différentielle de Black et Scholes.

Puis nous dériverons les « grecques » des options, c’est-a-dire les sensibilités du
prix de I’option a ses divers parametres. Comme nous serons a méme de le constater,
ceux-ci sont des ingrédients essentiels a la couverture delta-neutre et a la couverture
delta-gamma. Puis nous examinerons 1’impact d’un dividende fixe et d’un dividende
proportionnel sur la formule de Black et Scholes. Nous pourrons alors introduire
I’équation de Black et Scholes généralisée, qui permet de valoriser un grand nombre
de produits dérivés. Font partie de ceux-la les options sur contrats a terme et les
options sur devises.

1. UN APERCU DE L’EQUATION DE BLACK ET SCHOLES

Comme nous I’avons mentionné dans I’introduction de ce chapitre, Black et Scholes
(1973) furent les premiers a dériver une solution analytique pour le prix d’un call
européen qui fasse abstraction du prix du risque. Leur solution se veut exacte, car elle
repose sur le principe de 1’absence d’arbitrage. Cette solution, que nous prouverons
dans la section suivante, s’écrit :

C=S,N(d,)-Xe""N(d,)

ot C est le prix d’un call écrit sur une action ne versant pas de dividende, S, le prix
actuel de I’action, X, le prix d’exercice de I’option, r,, le taux sans risque et T, la
durée de I’option. N(d) est la probabilité cumulative d’une variable normale unitaire,
soit:
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In()s()+rfT 1
d=—"=—+=-0ovT
' o VT 2 IT

d,=d,—oT

o désignant I’écart -type du rendement de 1’action. C’est a la preuve de cette équation
que nous nous attaquons maintenant.

2. PREUVE DE L'EQUATION DE BLACK ET SCHOLES

Supposons qu’un investisseur vende un contrat & terme de gré a gré' (forward contract)
écrit sur une action dont le flux monétaire final est de S, une variable aléatoire. S
désigne le prix de ’action et T, I’échéance du contrat. A 1’échéance, le prix de ce
contrat est de E(S;), ou E(.) est I’opérateur d’espérance. Le vendeur du contrat s’en-
gage a vendre I’action au prix prédéterminé X. La valeur non actualisée (V) de ce
contrat est:

V=ES,) - X (1)

La valeur V de ce contrat est nulle au départ. En effet, ce contrat constitue une
obligation pour le vendeur de livrer I’action et, pour I’acheteur, de prendre livraison
de I’action. Il n’y a aucune autre possibilité pour les deux parties. L’acheteur n’a pas
I’option d’exercer ou non le contrat. Il doit obligatoirement I’exercer a I’échéance au
prix X. Il en paie donc le juste prix sans I’additionner d’une prime.

Comment se détermine E(S.), le prix du contrat a terme ? Puisque S, est une
variable aléatoire, on pourrait penser que 1’on doit recourir au calcul probabiliste
pour déterminer cette espérance, en I’occurrence au théoréme central limite. Il n’en
est rien. En fait, pour calculer cette espérance, nous pouvons nous camper dans un
univers déterministe, soit ’'univers neutre au risque. En effet, le vendeur du contrat
a terme a le loisir d’acheter aujourd’hui le sous-jacent dudit contrat, soit I’action,
au prix S,. Pour financer cet achat, il emprunte au taux sans risque r,, taux composé
de facon continue. A 1’échéance du contrat, il pourra livrer I’action qu’il détient et
rembourser le montant de son emprunt, soit S,e. Le prix a terme du contrat est
donc S,e"". C’est ce que devra payer 1’acheteur du contrat a terme a son échéance.
C’est le prix qu’impose I’arbitrage sur les marchés financiers. Tout autre prix donne
lieu & une situation d’arbitrage?.

1. Qui doit étre distingué du contrat a terme boursier (futures contract).

2. Nous recourons donc a I’arbitrage pour valoriser 1’option en supposant comme donnés le prix du
sous-jacent (S,) et, comme nous le verrons plus loin, le prix d’une obligation a coupon zéro (B,).
C’est donc le couplet (B,S,) qui sert de point de départ a nos calculs. Une autre fagon de valoriser
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Le prix que nous venons de déterminer s’obtient en recourant a la mesure de
probabilité risque neutre, c’est-a-dire:

E?(S,)= ¢S, )

ot EQ(.) est I’opérateur d’espérance dans un univers neutre au risque. Dans cet univers,
la valeur présente de S, est une martingale. Choisissons un bon comme numéraire de
maniere a normaliser le prix de I’action. Nous avons:

E°(e™'s;)=5, 3)

La valeur présente de S; est donc bien une martingale’. A remarquer que E() est une
espérance conditionnelle, méme si nous avons simplifié la notation. Cette espérance
est conditionnelle a I’information disponible au temps 0, ici S,. Or, comme nous le
verrons ultérieurement, martingale et absence d’arbitrage sont des concepts qui vont
de pair.

En substituant I’équation (2) dans I’équation (1), cette derniere étant actualisée
au taux r, on a:

e"V=e""(e"S,)-e"X=5,-e"X (4)

Comparons cette équation a celle du call européen dérivée par Black et
Scholes:

c=S,N(d,)-e™"XN(d,) 5)

En comparant les équations (4) et (5), on voit qu’elles sont identiques si N(d,) = N(d,)
= 1. Par conséquent, un contrat a terme est une forme particulieére de call. Pour un tel
call, la probabilité d’exercice est en effet de 1 en ce sens que 1’acheteur a 1’obligation,
et non I’option, d’acheter le sous-jacent du contrat*. Il ne peut donc spéculer sur sa
valeur, qui est établie a I’avance.

Pour établir la preuve de I’équation de Black et Scholes, nous devons nous
familiariser avec la distribution lognormale, puisque 1’on suppose que le prix de
I’action désigné par S obtempere a une telle distribution dans le modele de Black et
Scholes. Pour approcher cette distribution, nous avons, dans un premier temps, tiré
10 000 nombres aléatoires de moyenne 5 et d’écart-type 2 dont la distribution est

I’option serait de recourir a la technique de 1’équilibre général. On ne pourrait plus alors considérer
les prix de I’action et de 1’obligation comme donnés. Ils seraient déterminés concomitamment avec
le prix de 1’option.

3. Dans 'univers des probabilités réelles (P), une martingale se définit comme ceci: E(ST|SO) =S,
C’est-a-dire que la meilleure prévision de S, conditionnellement a I’information disponible au temps
0, est S, soit I’observation actuelle sur le prix de I’action.

4. A noter que N(d,) représente la probabilit€ d’exercice du call.
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lognormale en utilisant I’interface PopTools d’Excel. Nous avons ensuite construit
le graphique de la fonction de densité de cette distribution a I’aide de la fonction
Frequency d’Excel, graphique qui apparait a la figure 4.1.

FIGURE 4.1 Distribution lognormale d’une variable X
d’espérance 5 et d’écart-type 2
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On voit que la distribution lognormale se situe exclusivement dans I’intervalle des
réels positifs. Elle présente également une forte asymétrie positive.

Dans un second temps, nous avons calculé le logarithme des nombres aléa-
toires générés a la premicre passe et nous avons une fois de plus tracé la distribution
correspondante, qui apparait a la figure 4.2.

FIGURE 4.2 Distribution de In(X), X étant une variable lognormale
d’espérance 5 et d’écart-type 2
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On se rend compte que la distribution de In(X) est normale. D’ou un premier
résultat: si la distribution de la variable aléatoire X est lognormale, la distribution du
logarithme de X est normale. La relation mathématique entre les distributions lognor-
male et normale s’établit comme suit. La distribution D, de la variable lognormale

z s’écrit:
1 (Inz—py*
D = 1 72( §? ]

——e
© zs\2m

ou Inz désigne le logarithme népérien de z et | et s sont les deux premiers moments
de la distribution normale de Inz. Pour passer a cette derniere distribution, il suffit
d’effectuer la transformation jacobienne’ suivante :

dz 1 1
Dlnz_Dz dInZ_Dz legZ _DZI_ZDZ
dz z

ce qui implique: D de telle sorte que Inz ~ N(,s?). La

_1f (Inz—y)’
e 2l ¢
Inz s (27'5
différence entre les distributions normale et lognormale en est tout simplement une
d’échelle, mais il faut remarquer que le passage de la distribution normale a lognor-
male se traduit par I’apparition d’une asymétrie positive®.

Si nous calculons les deux premiers moments de la distribution de In(X) a
partir de 1’échantillon des 10 000 variables aléatoires, nous trouvons que la moyenne,
désignée par ., est égale a 1,534 8 et que 1’écart-type, désigné par s, est de 0,380 8.
On rappelle que les deux premiers moments de la distribution de la variable lognor-
male X étaient respectivement de 5 et de 2.

5. Pour la transformation jacobienne, voir: F-E. Racicot et R. Théoret (2001), Traité d’économétrie
financieére, Presses de 1’Université du Québec, Québec, chapitre 1.

_1[<z—u>2

2| ¢

], ou f (z) est la fonction de densité
z

marginale de z. Sa fonction de probabilité cumulative est: Ifz(u)du =F,(z). Transformons

1
6. Notons que si z ~ N(,s?), alors: f,(z)=—=—¢e
q u (2) “on

la fonction de densité de z de telle sorte qu’elle suive une loi normale d’espérance O et de variance

z—p

unitaire. Soit y cette nouvelle variable. La transformation requise est la suivante: y = s

La transformation jacobienne des deux fonctions de densité est la suivante: f (y)= fz(z)g—z.
dz 1 Ly . . .

Comme z=Sy+u=—=5. On a donc:f =——=—=e 2 , ce qui est la fonction de densité
dy =

d’une normale d’espérance O et de variance 1. La probabilité cumulative de y, désignée par N(y),

y
est: ny(u)du.
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On peut établir le lien entre les moments de la distribution lognormale de

la variable X et ceux de la distribution normale de la variable In(X) en recourant a

la fonction génératrice des moments de la distribution lognormale. Cette fonction
N A%s?

L . pes .

s’écrit comme suit: @(A)=e 2, ou w et s sont les deux premiers moments de la

distribution normale correspondante. Cette fonction régurgite les moments non centrés

de la distribution lognormale a partir de ceux de la distribution normale. Si A =1,

on obtient I’espérance de la variable X qui suit une distribution lognormale. Elle
52

< N Ly s ‘oz
est donc égale a: E(X)=e 2. Dans I’exemple précédent, p. =1,534 8 et s = 0,380 8.
1 548 (0:3808)° . .

On a donc: E(X)=¢e 2 =4,99 =5. On rappelle que I’espérance qui nous a

servi a générer la figure 4.1 est de 5. L’erreur minime que nous faisons en utilisant la

fonction génératrice de moments en est strictement une d’échantillonnage.

Pour établir la variance non centrée de la distribution lognormale a partir des
moments de la distribution normale, nous fixons p a 2 dzans la fgnction génératrice
des moments de la lognormale. Nous obtenons: E(X)™ =e**. Pour calculer la

variance de X, nous nous servons du résultat: VAR(X) = E(XZ)—[E(X)]Z, E(X)
ayant déja été calculé. Nous obtenons: VAR(X) = elZLHZSZ — g2’ = g2t [esz - 1:|

At . ot
L’écart-type de X est donc de: s= e 2[e —1:(|12: E(X)[e® —1|?. En utilisant
la moyenne et I’écart-type calculés a partir de la distribution de In(X), on obtient:

, 1
sS= 4,99[6(0'3808) —1]2= 1,97 = 2. On rappelle que I’écart-type qui nous a servi a
établir ladistributionr de X (figure 4.1) est de 2. L’erreur que nous commettons ici en
est, encore une fois, strictement une d’échantillonnage.

Notons que si la densité lognormale de la variable X est la fonction f(x), alors
I’espérance E(X) de cette distribution se calcule mathématiquement comme suit:
E(X)= IO xf(x)dx , les bornes de 1’intégrale correspondant a I’intervalle de fluctuation
de la lognormale. En représentant par u le logarithme de x, on peut aussi calculer cette
espérance de la fagon suivante: E(X)= Jm e’g(u)du , oir g(u) est la densité normale
et les bornes de 1’intégrale correspondent a I’intervalle de fluctuation de la normale.
C’est en recourant a cette transformation que nous calculerons les intégrales conte-
nant des variables lognormales dans la preuve qui suit, la distribution normale étant
plus malléable que la lognormale. Notons également que si X suit une distribution
lognormale et que les deux premiers moments de la distribution de In(X) sont de

. e In(X) - .
et s, alors la variable centrée réduite InG9—n N(0,1). Nous ferons également appel
a ce résultat dans la preuve qui suit’.

7.  Le manuel de De la Granville renferme deux excellents chapitres sur les propriétés de la loi lognor-
male et sur ses rapports avec le mouvement brownien géométrique, soit les chapitres 13 et 16. Voir
O. De la Granville, (2001), Bond Pricing and Portfolio Analysis, The MIT Press, Cambridge.
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Nous supposons donc que S obéit a une distribution lognormale et que I’es-
pérance et ’écart-type de In(S) sont représentés respectivement par | et s, comme
dans le cas précédent. Nous avons alors pour un call européen®:

E(S—X)" = E(S)N(d,) - XN(d,) (6)

2
In (Ei(s)) + SE
ot (S — X)*est le flux monétaire final (payoff) du call, avec d, =——"——,
E(S)) §° s
Inf —=[-—
X 2

d,=——"———=d; —s et E(.) est "opérateur d’espérance. Nous voulons
S

prouver cette formule.

Définissons f(S) comme étant la fonction de densité de S. Par définition, 1’es-
pérance de (S — X)* est donnée par:

E(s-X)" = [ (S-X)f(S)ds (7)

ou X est la borne inférieure de 1’intégrale puisque l’opti())(n européenne sera exercée a
I’échéance si et seulement si (S > X), ¢’est-a-dire que JO (S—X)f(S)dS<0.C’estla
le risque asymétrique que comporte un call. Son détenteur n’est pas forcé d’exercer,
comme c’est le cas dans le contrat a terme antérieur. Il exercera son option a 1I’échéance
si et seulement si (S > X). L’option ne saurait donc rapporter des flux monétaires
négatifs comme dans le cas d’un contrat a terme. C’est pourquoi la distribution de (S
— X)* est tronquée et comporte X comme borne inférieure. Avant cette borne, (S < X)
et le détenteur de I’option n’exerce pas.

Du fait des propriétés de la loi lognormale examinées antérieurement, nous savons

que: .
H+—
E(S)=¢e )
Nous pouvons donc écrire :
SZ
IN[E(S)] = = )
ce qui implique que:
SZ
w=In[EE]-= (10)

8. Notre approche s’inspire de Hull. Mais nous y avons apporté plusieurs nuances. Voir J.C. Hull
(2003), Options, Futures and Other Derivatives, 5 édition, Prentice Hall, Upper Saddle River.
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De facon a obtenir une variable centrée réduite, nous pouvons appliquer la transfor-
. . R In(S)— S
mation suivanteaIn(S): z = u Cette transformation implique que zs +p = In(S) ,
S

c’est-a-dire S=e*™. La variable z est normalement distribuée, d’espérance nulle et
d’écart-type unitaire. Sa fonction de densité, c.-a-d. la distribution normale standard,
Z

est donnée par: f(z)= Fe_? En recourant a cette transformation, nous pouvons
T

réécrire I’espérance ci-dessus comme suit:
E(S-X) = j oo (€2 = X)F(2)dz (11)
S

ou la borne inférieure provient de la transformation de S en variable centrée réduite.
Par symétrie, nous devons en effet appliquer la méme transformation a X. On peut
réécrire cette intégrale comme suit:

E(S-X)" = Jl:(x)_ue“*”f(z)dz -X| ooy F(2)d2 (12)

S
Développons I’intégrand de la premicre intégrale de I’équation (12):

75 zs+u—é s —(z=s)’ +f
L —ie( 2): 2 =e 2f(z-s) (13)

1 >
= ——e Z2e
\Jen \2m VX

ezs+uf(z) = et

Par conséquent:

2

E(S-X) =¢ 2 [ F(2=3)dz = X [0, F(2)0l2 (14)

S

En définissant N(x) comme étant la probabilité qu’une variable normale stan-
dard soit plus petite que X, alors la premicre intégrale peut étre représentée par

1—N(f(z—s)):1—N(W—s)

Ouvrons ici une parenthése. Nous savons que la loi normale est symétrique. Par
définition: N(X) = Jlf(z)dz. Par symétrie, nous avons alors: 1- N(x) = j:f(z)dz, ce
qui justifie la transformation de la premiére intégrale impropre. Nous savons également
que N(—x) = 1 — N(x).

o pui +52 (z-s) +s2 72 —2z5+5° +32 ZZ+ZS s s z’ On s'est
. uisque —= =U+——|—|=u+—=——— -—= ——. On s’es
que mEL TR 2 K575 ;M 2

~(z-s)°
e 2

également servi du résultat: f(z-s)=

1
Jon
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Do, 1—N(w—s)=N(W+s)

2
Puisque p= In[E(S)]—SE, on trouve que:
E(S 2
In(g()J+82
N| = =N

La deuxieme intégrale s’élabore de la méme maniére et 1’on obtient N(d,).

s)

On trouve donc que:

2

E(S-X)" =e”+s?N(dl)—XN(d2) (16)

< H+— < . . . .
ou e 2 =E(S). Il est a remarquer que ., soit I’espérance de In(S), est toujours
présent dans I’équation (16). On sait qu'une variable trés rapprochée de cette espé-

rance, soit E[In(i]] , est le rendement espéré du prix de I’action, une variable
t-1

difficile a estimer puisqu’elle incorpore une prime de risque et, par conséquent, le prix

du risque. Un déplacement dans I’univers neutre au risque nous permettra d’effacer

ces variables génantes.

Pour compléter la preuve, situons-nous donc dans un univers neutre au risque
et supposons un call (c) écrit sur une action S; qui ne paie pas de dividende et qui
échoit a T. Le taux sans risque est désigné par r; et la volatilité¢ du rendement de
I’action, par o.

Dans un tel univers, on a:
c=e"TEY(S; - X) =e"[E?(S;)N(d,) - XN(d,) ] (17)

Comme S, est une martingale dans un univers neutre au risque, on peut écrire, en
vertu de I’équation (3)':

10. Dubois et Girerd-Potin (2001) fournissent une preuve de cette équation. Nous en présentons ici une
version détaillée. Comme le prix de I’action obéit a un processus brownien géométrique, il admet,

[r'—%z]AHG«/A_te‘
ou & ~N(0,1). On

comme nous le savons, la solution exacte suivante: S=S‘e
veut évaluer 1’intégrale suivante: EQ(SHA‘) = stf(s) dS. Pour évaluer cette intégrale, il suffit
0

d’effectuer le changement de variable qui suit. Comme 1’indique la formule de S, le logarithme de
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EQ(S;)=¢e"'S, (18)

On a finalement :

efnT [SOeTfTN(dl) _ XN(dZ)] = SON(dl)_ Xe’ffTN(dz) (19)

S suit une loi normale: N((r—1/262) t;Gzt). Définissons la variable centrée réduite suivante:

(-5 )

y= J_ . En fait, cette variable, qui nous sert ici a transformer ’intégrale, est
c

la variable aléatoire & de la fonction S. Puisque € ~ N(0,1), sa fonction de densité est donc:

1 iy
f(y)= \/Ee 2 Pour exprimer la distribution de S en fonction de cette variable, il suffit

d’exprimer la transformation jacobienne suivante: f(S)= ﬂf(y)Z ><797%y2 Nous
' ds oSVAt Nem

rappelons que nous voulons calculer 1’espérance neutre au risque de S en changeant la variable
S par la variable y. Nous venons d’exprimer f(S) en fonction de y. L’expression de S en
fonction de y est immédiate puisque c’est le terme ¢ de cette fonction. Pour exprimer dS en

02
In(S/SO)—(r—7)At

termes de dy, on isole y dans 1’équation de S. On obtient: Yy=¢= ;
o/at

1
dy = —=-0dS — dS = 6VAtSdy . On a donc toutes les données requises pour résoudre I’ intégrale
OVALS

en cause en remplagant la variable S par la variable y.

c«/ﬁy-{rf%cz ]At

1 Ly N
EQ . Sxf(S)xdS=| S, X ——F—=¢6 2" X oV AtSdy. A remarquer que la
Suar) I ©) J oSVAt/2n Y dnerd

variable y, €gale a e, fluctue dans I'intervalle: [—co, +oo[ Ce qui se ramene a:

- 1 ,lyz o/Aty+ 262 |at < 2y oAl
:'L ——e 2 Se ( 2 ] dy.Ona: E®= J o "dy. En complétant le
f—* ) . 7*()/7G~/By)2+152A!
carré dans I’exposant de I’intégrale, on trouve: gQ _ j 2" “dy.
(r—% At 15% (y—c«/ﬁy)2 Q AL 1 6\/7) ) )
=Se -[\/_ dy. E¥=Se _[\/_ dy. La transformation

linéaire de 1’exposant n’affectant pas la probabilité cumulative, on a, puisque la probabilité cumula-
tive sous la normale standard est de 1: E?(S,,,,)=S,e™, ce qui est le résultat recherché. La valeur
présente du prix de I’action est bien une martingale dans 1’univers neutre au risque quand ce prix
suit un processus lognormal. On trouvera une version abrégée de cette preuve dans: M. Dubois, et I.
Girerd-Potin (2001), Exercices de théorie financiere et de gestion de portefeuille, De Boeck Univer-
sité, Bruxelles. Pour la transformation jacobienne d’une distribution, on consultera: F.-E. Racicot,
et R. Théoret (2001), Traité d’économétrie financiére, Presses de 1’Université du Québec, Québec,
chapitre 1. Pour une autre preuve de ce résultat, voir O. De la Granville (2001), Bond Pricing and
Portfolio Analysis, The MIT Press, Cambridge, chapitre 16.
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soit I’équation de Black et Scholes.

Selon I’équation (15), sachant que s= o T :

E(S)) s° S, ) 1 , 1
. In(XJ+2 ) |“(X 50 T_ In(e"TSO)—In(X)+502T
' S Gﬁ Gﬁ (20)

T+In(S,) - In(X)+ %GZT

- oNT

On a finalement :

In(iz) +r,T+ %GZT
d, = 21
1 VT e

qui peut étre aussi réécrit comme:

In(;)HfT 1
d=—"— 46T 22
' oNT 2 @2)

Comme on vient de le constater, la preuve de I’équation de Black et Scholes
exige certaines connaissances en statistique. Elle requiert une bonne compréhension
des distributions normale et lognormale et des opérations qui leur sont associées.
Elle requiert également une maitrise de 1’univers neutre au risque et de la notion de
martingale. Nous avons eu a cceur, dans la preuve qui précéde, de n’escamoter aucune
de ces notions de base en ingénierie financiere.

Il existe d’autres fagons de prouver la formule de Black et Scholes. L’'une
d’elles solutionne directement 1’équation différentielle de Black et Scholes plut6t que
de recourir a la notion d’espérance neutre au risque comme pour la preuve que nous
venons de fournir. A I’aide de changements de variables, on en arrive a transformer
I’équation différentielle de Black et Scholes en équation de la chaleur, dont la solution
est connue depuis bien longtemps.

3. LES GRECQUES

Les sensibilités du prix du call a ses divers parametres sont couramment regroupées
sous le vocable «les grecques » dans la littérature financicre. Ces « grecques » sont de
toute premiere importance s’agissant de la couverture des portefeuilles. Les sections
qui suivent portant sur les principales grecques.
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3.1. Le delta du call

Le delta mesure la sensibilité du prix de ’option au prix de son sous-jacent, c’est-
a-dire une action dans le cas d’une option écrite sur une action. Le delta d’un call,
calculé a partir de la formule de Black et Scholes, est égal a:

oC

—=A=N(d

aS ( 1)

Cette formule est le résultat d’une dérivation laborieuse puisque d, et d, sont eux-
mémes fonction de S dans la formule de Black et Scholes. Nous fournissons, au
tableau 4.1, le calcul détaillé de cette dérivée pour le lecteur exigeant et féru de
mathématiques''.

TABLEAU 4.1 Dérivation détaillée du delta

En vertu de la formule de B — S, la valeur d'un call européen est égale a:
C(S,t)=SN(d,)— Xe"N(d,)
ot d, = (In(S/X)+(r+1/26%)T~1))/o\[T-1),

d, = (In(S/X)+(r—1/202)(T—t))/0\/(T—t) . Le delta d’un call, qui est la dérivée partielle du
call par rapport au prix de I'action p, est donné par:

_x

i NG o D
0S

N oS

A =N(d )+S N(d,)
d od
=N(d,)+ smag% - Xe*'”’”N'(dz)a—Sz

ood,1/S  od,  1/S

ol — =—7—, ——=———_.Celaimplique
S G4(T-t) 95 oy(T-1)
aC 1
So+/(T-1)

g =N+ [SN'(d,)-Xe ™ N'(d,) |
Pour compléter la preuve, il nous reste a démontrer que: SN'(d,)=Xe ™ 'N'(d,) . Il nous faut
donc calculer la dérivée partielle de N(d,) et de N(d,). Calculons ces dérivées.

11. Nous nous inspirons des documents suivants: F. Black et M. Scholes (1973), «The Pricing of
Options and Corporate Liabilities », Journal of Political Economy, mai-juin, p. 637-659; D. Galai
et R. Masulis (1976), «The Option Pricing Model and the Risk Factor of Stock», Journal of
Financial Economics, janvier-mars, p. 53-82 ; P. Wilmott et al. (1995), The Mathematics of Financial
Derivatives, Cambridge University Press, Cambridge, chapitre 5.
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d
1 1 )
Nous savons que: N(d,) = er’z 24z , N(—o0) = 0, N(+) = 1 et que la dérivée
SeN2T

d'une intégrale bornée est la primitive évaluée a ses bornes'. Alors:
JdN(d 1 )
Ng) = ) 1 e
S \N2rw

N'(dz)ZaN(dz)_ 1 efn

95 an

Pour faciliter les calculs, considérons la représentation suivante:
)
N'(d,)
de I'équation dont on doit prouver I'égalité. En remplacant les N(.) par leurs valeurs respectives,
on obtient:

S =Xe "™

S euz(di—df) — Xe T

1
26%(T-t)

[un(S/X)Z Hr=1/262 P (T=t2+2(r=1/26°(T=t)In(S/ X)=(In(S/x)2 +{r+1/26° ) T-t)* +2(r+1/26° )(T—t)ln(S/X)]
= Se

[rz (T=t) =16 (T-t)2+1/46* (T-t)+2rIn(S/X)T—t)=c? N T-t)In(S/X)=r? (T—t) =1/46* N T—t)* 15 (T—-t) —2r|n(S/X)(T—t)]
= Gg20’(T-1

= (T_t)[—GZ(T—t)In(S/X]

1 _9=2(T_ _ 2(T_1)2 ?
_ Sez"z(“’[ 26 (T-t)In(S/X)-2r0" (T4 | _ gg o] Ly g

Finalement, en prenant le logarithme de chaque membre de cette derniére relation, on a:
INS=In(S/x)—r(T=t)=InX-=r(T—t)= InS—InX=In(S/ X)

Il résulte que:
% _nw,) caro.
0S

12. Exemple: a4 .fydy =X parce que Jydy:Y2/2+C‘ »=x"/2 etdonc 4 o=,
dx | o dx
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Le delta revét une importance particuliere dans la théorie des produits dérivés,
notamment au chapitre de la couverture d’un portefeuille. Pour couvrir un portefeuille,

si I’on détient une action, il faut en effet vendre a découvert — calls pour disposer
A 1
d’un portefeuille couvert, c’est-a-dire exempt de risque. Le ratio N est appelé ratio

de couverture. On parle alors de delta-hedging ou couverture par le delta.

Pour établir cette relation, supposons que nous détenions une action S et que
nous ayons vendu a découvert sC calls. Nous voulons trouver le s qui donne un
delta-hedging, c’est-a-dire:

dS-sdC=0 (23)
En vertu de la série de Taylor, I’approximation du premier degré de dC est égale a:
dC = AdS (24)

En substituant (24) dans (23), on obtient:
1
dS—sAdS:O—>s:Z

Donc, pour détenir un portefeuille delta-hedged, il faut, si 1’on détient une action, avoir
vendu a découvert Z calls. Autrement, si I’on a vendu 1 call a découvert, il faut

détenir AS actions de fagon a avoir un portefeuille delta-hedged.

Certes, pour que le portefeuille ainsi défini demeure couvert, il faut que sa
composition soit modifiée continuellement, car le delta du call ne cesse de se modifier.
En I’occurrence, le delta de I’option se modifie a chaque fois que change le prix de
I’action. On dit alors qu’il faut effectuer un rééquilibrage dynamique du portefeuille
pour le maintenir couvert. Pour éviter des cofts de transactions inutiles, il est appro-
prié de prendre en compte le gamma du call lorsque I’on couvre un portefeuille, ce
qui fait I’objet de la prochaine section.

3.2. Le gamma du call

Le gamma du call est la dérivée du delta du call en regard du prix de ’action. C’est
donc la dérivée seconde du prix du call en regard du prix de I’action. Le gamma du
call est égal a I’expression suivante :

oA 0°C N'(d,)
T39S 9t oSVT
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Pour juger de I’importance du gamma, faisons cette fois-ci une expansion du
second degré du prix du call:

2
dC::AdS+55§J§dsz::Ad5+~1rdsz (25)
210S 2
. dA o .
Mais comme I' = g , on peut réécrire I’équation 25 comme suit:
m:zAd5+1§édsz=(A+1§éus)dsz(A+5uA)ds
2 0S 2 0S 2

En substituant cette équation dans 1’équation (24), on obtient:

dS—s(A+1dA)dS:O—>s:;1
2 A+ dA

C’est ce qu’on appelle la technique de couverture delta-gamma. Le ratio de hedging
prend alors en compte les changements du delta qui surviennent a la suite des
modifications du prix de I’action. La couverture delta-gamma exige donc beaucoup
moins de rééquilibrages que la simple couverture delta, car elle prend en compte les
changements du delta au voisinage du prix actuel de ’action. Quand une action est
tres en dehors de la monnaie ou trés dans la monnaie, son delta ne se modifie que
trés peu et une couverture delta parait alors appropriée. Mais une couverture delta-
gamma donnera des résultats beaucoup plus précis dans les autres situations. Elle
exigera moins de rééquilibrages.

Comment opérationnaliser la couverture gamma en pratique ? Il est certain
que puisque 1’on veut effectuer une couverture en plus de la couverture delta, il faut
ajouter au portefeuille delta-neutre une autre option qui puisse ramener le gamma
du portefeuille a 0. Disons qu’une option a un gamma de I'; et que le portefeuille
delta-neutre a une position gamma égale a I'. Le nombre d’options a acheter ou a
vendre pour rendre le portefeuille gamma-neutre, disons n,, doit satisfaire la relation
suivante :

nl,+Ir'=0—- nl:—L
1—‘1

Mais la position delta du portefeuille s’est modifiée a la suite de cette transaction.

Ce changement est égal a n; X A, ou A, est le delta de la nouvelle option introduite

dans le portefeuille. Il faut donc acheter ou vendre un nombre d’actions égal a ce

montant pour rendre de nouveau le portefeuille delta-neutre'.

13. Pour plus de détails sur la couverture gamma, voir Hull (2003), p. 313-315.
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3.3. Le théta du call

Le théta du call est la dérivée du prix du call par rapport au temps. On veut ici
mesurer la sensibilité du prix du call a I’écoulement du temps. Le théta est égal a
I’expression suivante :

_9C_
==

2t

Dans I’angle de cette formule, le théta d’un call est toujours positif. Plus I’échéance
d’un call est éloignée, plus le prix d’un call est important, toutes choses égales
d’ailleurs. Mais certains auteurs définissent le théta comme la perte de valeur du call
a mesure que le temps passe, c’est-a-dire au fur et a mesure que le prix du call se
rapproche de son échéance. Pour eux, le théta du call est alors négatif et ils multiplient
alors I’équation (26) par (-1).

[ 50 }N'(d1)+ Xe™"rN(d,) (26)

L’équation différentielle de Black et Scholes établit une relation entre les trois
«grecques » suivants: le delta, le théta et le gamma. Rappelons cette équation:

aC

~8)S=-1C=0
+(r )aS r

oCc 1 ,,0C
—+-0 S —
| 9S

En remplacant les dérivées premicre et seconde par les grecques appropriés dans
cette équation, on obtient:

9+%GZSZF+(r—8)SA—rC:O

C’est 1a la relation qui doit tenir entre les trois « grecques» pour éviter la présence
d’arbitrage.

3.4. Le vega d'un call

La volatilité¢ du rendement de I’action est sans doute le parametre qui influence le
plus le prix d’une option. Il ne saurait y avoir d’options sans volatilité¢ du rendement
du sous-jacent. Certes, pour les actions classiques, la volatilité est source de risque.
Les investisseurs exigent un rendement espéré supérieur pour assumer davantage
de risque. Mais pour le détenteur d’une option, il en va tout autrement. L’acheteur
d’une option est en effet protégé puisque son payoff ne saurait étre négatif. Certes, il
a payé€ une prime pour s’assurer cette protection. Mais par la suite, c’est la volatilité
qui pourra amener le prix de 1’action au-dela du prix d’exercice pour un call et en
deca du prix d’exercice pour un put.
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Le vega d’un call est la sensibilité d’un call a la volatilité¢ implicite du rende-
ment du prix de I’action. Il se définit comme suit:

Vega = g_C =SJT-tN'(d,)
o

3.5. Lerho d'un call

Le rhd d’un call représente sa sensibilité au taux d’intérét. Plus le taux d’intérét est
important, plus le prix d’exercice actualisé du call est faible; par conséquent, plus
le prix du call est alors important. En effet, un call équivaut a une fraction d’action
financée par un emprunt, mais le détenteur de I’option n’a pas a emprunter tant qu’il
n’achéte par I’action au prix d’exercice. Il s’évite donc des cofits d’emprunt d’autant
plus importants que les taux d’intérét sont élevés. La valeur du call augmente donc
a la suite d’une remontée du loyer de 1’argent.

La formule du rh6é d’un call est la suivante :

Rhé6 = oC

5 X(T-t)e"™IN(d,)

3.6. Les grecques d'un put

3.6.1. Le delta d'un put

On peut recourir a la parité put-call pour calculer le delta d’un put européen écrit sur
une action qui ne verse pas de dividendes. On a la relation suivante entre un put et
un call en vertu de la parité put-call:

P=C-S+Xe "™

Le delta du put est la dérivée de cette expression par rapport a S:

Comme N(d,) < 1, le delta d’un put est toujours négatif. Le prix d’un put est d’autant
plus élevé que le prix de I’action se situe en deca du prix d’exercice.
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3.6.2. Le gamma d'un put

Le gamma est la dérivée du delta par rapport au prix de I’action. C’est, si on veut, la
convexité du put. Le gamma d’un put est égal au gamma d’un call, c’est-a-dire:

9°P  N'(d,)

ﬁ_csw—t

3.6.3. Le théta d'un put

Le théta d’un put européen se définit comme suit:
oP [S—G]N‘(dl)—Xe"rN(dz)
24t

C’est la méme expression que le théta d’un call européen, a cette différence pres que
le second terme est précédé d’un signe négatif plutét que d’un signe positif. Tout
comme pour un call, le temps exerce un effet positif sur le premier terme de 1’équa-
tion de Black et Scholes pour un put européen. Mais son effet sur le second terme
est négatif et si ce terme domine, le prix d’un put peut diminuer avec sa durée. En
effet, lorsqu’un put européen est trés dans la monnaie, son prix peut étre inférieur a
sa valeur intrinséque. Or, s’il était exercé a ce moment-1a, son payoff serait égal a sa
valeur intrins¢que. Une échéance inférieure serait alors un atout pour ce put.

=

3.6.4. Le vega d'un put

Le vega d’un put est égal au vega d’un call, c’est-a-dire :

g—P: SVT=IN'(d,)
(¢

3.6.5. Le rh6 d'un put

La valeur intrinseque d’un put se définit comme suit:

Valeur intrinséque = Xe™ ™Y — S



134  Finance computationnelle et gestion des risques

Une hausse du taux d’intérét se traduit donc par une diminution de la valeur intrin-
seque d’un put. Il existe par conséquent une relation négative entre le prix d’un put
et le taux d’intérét. La formule du rh6 d’un put est la suivante:

%I: =-X(T-1t)e""™N(~d,)

3.6.6. Représentation graphique des grecques a l'aide d’Excel

Nous voulons représenter le delta et le théta a I'aide d’Excel. Pour ce faire, nous
faisons appel a un graphique en trois dimensions. Nous aurons donc un graphique a
trois axes: X, y et z. Sur I’axe des x apparaitra le delta, sur I’axe des y, le théta et sur
I’axe des z, le prix de I’option. La fonction Excel (Visual Basic) utilisée pour effectuer
ce graphique se retrouve au tableau 4.2.

TABLEAU 4.2  Programme Visual Basic de la formule de Black et Scholes

Function BS(S, X, rf, T, sig)

d1=((Log(S / X)+(rf*T)) / (sig*Sqr(T)))+0,5*sig*Sqr(T)
d2=d1-sig*Sqr(T)

Nd1=Application.NormSDist(d1)
Nd2=Application.NormSDist(d2)
BS=S*Nd1-X*Exp(-rf*T)*Nd2

End Function

La procédure pour effectuer un graphique 3D dans Excel est la suivante. Il faut:
1) programmer la fonction que 1’on désire représenter, par exemple la formule de B-S;
2) évaluer la fonction pour différentes valeurs sur les axes x et y, d’ou I’on obtient les
valeurs de z. Dans Excel, il suffit de choisir dans le menu principal : Données/Table ;
3) ombrager ensuite la plage a illustrer. Dans notre cas il s’agit d’'une matrice ou d’un
tableau. Afin de d’illustrer la procédure, considérons le tableau 4.3.

Dans ce tableau, BS est la fonction Excel (Visual Basic) rapportée a 1’extré-
mité de la matrice bordée par les différentes valeurs choisies pour S (45, 50, 55, 60)
et I’échéance T (0,5, 0,6, 0,7, 0,8, 1). Les chiffres a I’intérieur de la matrice ont été
obtenus a 1’aide de la commande 7able du menu Données. 11 suffit d’ombrager la
matrice. Le graphique en trois dimensions obtenu a partir de la matrice du tableau 4.3
se trouve a la figure 4.3.



Le modele de Black et Scholes et ses applications 135

TABLEAU 4.3

s 50

X 40

f 0,02

T 05 S(delta)

sig 02 10,528078 45 50 55 60

BS- 10,528078 05 5,99276998 | 10,5280780 | 15,4205802 | 20,4012760
06 62102591 | 10,6704694 | 155196519 | 20,4852474

Theta 07 6,42050151 | 108177711 | 156244643 | 20,5720265

08 662381612 | 109678956 | 157341227 | 20,6617957
1 7,01162259 | 11,2714266 | 159644793 | 20,8499877

FIGURE 4.3 Les grecques

15 [ 20-25
Prix de I'option
(call) 0 1520
[ 10-15
5 [ 5-10
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2=06;3=07; =
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S3

S2

Delta:S1=45$;S2=50%;
S3=55$%;S4=60.

S1

4. L’EQuATiON DE BLACK ET SCHOLES GENERALISEE

La version généralisée de 1’équation de Black et Scholes (1973) incorpore un terme
additionnel qui permet de couvrir une panoplie de modeles. En vertu de cette géné-
ralisation, elle pourra donc s’appliquer a de nombreux cas de pricing d’options. En
effet, la BS généralisée permet le pricing d’options européennes sur actions, sur
actions avec dividendes, sur des contrats a terme de méme que le pricing d’options
sur devises. Le résultat analytique de la BS généralisée est donné par:

Cose = Se®TN(d,) — Xe''N(d,)
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pour le cas de I'option d’achat (call). L’option de vente (put) se formule comme
suit:

Pesc = xerTN (_dz) - Se(bir)TN(_dO

Ce dernier résultat résulte de 1’application de la parité put-call. d, et d, ont des formes
similaires aux résultats classiques de BS et sont donnés par:

_In(S/X)+(b+06°/2)T
oNT
d,=d,—oJT

d,

ol b est le cotit de portage', exprimé en pourcentage, associé a la détention du sous-
jacent. En fait, c’est de ce parametre que la formule de la BS généralisée tire son
originalité. En effet, selon la valeur qu’il prendra, plusieurs des différents modeles
utilisés dans la pratique apparaitront. En voici quelques exemples.

Si b =r, on retrouve la formule de Black et Scholes (1973) du prix d’un call
européen écrit sur une action ne versant pas de dividendes. Par ailleurs, sib=r-q,
on renoue avec la formule de Merton d’une option dont le sous-jacent verse un taux
de dividende égal a q. Si b = 0, c’est la formule de Black (1976) ayant trait a des
options écrites sur contrats a terme qui apparait. Mentionnons ici que cette formule a
été écrite originellement pour des contrats sur matieres premieres, mais qu’elle fut par
la suite transposée a des options européennes sur contrats a terme, puis a des options
européennes sur obligations. Finalement, si b =r —r_, r étant le taux d’intérét intérieur
etr,, le taux d’intérét étranger, on retrouve la formule de Garman et Kohlhagen (1983)
ayant trait a des options sur devises. Le taux d’intérét étranger est en effet assimi-
lable a un dividende payé par le sous-jacent. C’est donc une simple transposition de
la version de la BS généralisée avec dividende. Dans ce dernier modele, on n’a qu’a
poser q = r, pour obtenir la BS généralisée avec dividendes.

Il est tres simple d’implanter cette formule dans le langage de programmation
d’Excel. Le tableau 4.4 fournit une fonction écrite en Visual Basic (Excel) pour calculer
la formule de la BS généralisée'™.

Il est a remarquer que dans ce programme VBA, on utilise la fonction indi-
catrice callput_indicateur dans le but de généraliser 1’utilisation du programme a la
fois au pricing d’un call et d’un put, simplement en indiquant au programme la lettre
C pour un call ou P pour un put dans une cellule Excel.

14. Cost-of-carry, en anglais.
15. Cette fonction s’inspire de Haugen.
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TABLEAU 4.4 Programme VBA de la formule
de Black et Scholes généralisée

Function gBlackScholes(callput_indicateur As String, S, X, T, r, b, v)

d1=(Log(S / X)+(b+vA2 / 2)*T) / (v*Sqr(T))

d2=d1-v*Sqr(T)

If callput_indicateur="C"” Then

gBlackScholes=S*Exp((b-r)*T)*Application.NormSDist(d1)-X*Exp(-r*T)*Application.NormSDist(d2)

Elself callput_indicateur="P"” Then

gBlackScholes=X*Exp(-r*T)*Application.NormSDist(-d2)-S*Exp((b-r)*T)*Application.
NormSDist(-d1)

End If

End Function

Pour illustrer I’utilisation de ce programme, considérons 1’exemple suivant.
Supposons que 1’on désire valoriser un call. Dans la cellule Excel du tableau 4.5,
on entre C. Supposons également les données suivantes: le prix de I’action S est de
100; le prix d’exercice X, de 90; I’échéance T est fixée a 0,5 an; le taux d’intérét
estde 2% ; b est égal a 0,02 et v = sigma = 0,3. Le résultat du pricing d’un call en
recourant a la BS généralisée est présenté au tableau 4.5.

TABLEAU 4.5 Résultat de la formule de Black et Scholes
généralisée pour le cas d’un call européen sur action

I I

Black et Scholes généralisée
Cou P C

S 100
X 90
T 0,5
r 0,02
b 0,02
v = sigma 0,3
B&S géné. 14,5814104

En vertu de la formule de la BS généralisée, le prix du call est donc de
14,58 8$.
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5. LA COUVERTURE DELTA ET LA COUVERTURE
DELTA-GAMMA EN ACTION

Tout portefeuille qui duplique exactement les flux monétaires d’une option devrait
comporter un cott égal au prix de I’option. Ce principe peut sembler évident, mais
ses implications sont cruciales s’agissant de 1’évaluation des produits dérivés. L'une
des conditions a la duplication parfaite des flux monétaires d’une option est que les
marchés financiers doivent étre complets. Selon Rebonato (2004)'¢, si les marchés
financiers sont incomplets, il n’existe plus un prix unique pour 1’actif contingent et
c’est alors I’ offre et la demande d’options qui imposeront un prix et non le phénomene
de I’arbitrage. Le prix de I’actif contingent est alors déterminé simultanément avec le
prix du risque. Il est a noter que dans le modele de Black et Scholes, le jeu de I’offre
et de la demande ne joue aucun réle puisque le prix d’un actif contingent est alors
déterminé par arbitrage, c’est-a-dire en recourant au portefeuille dupliquant.

5.1. Couverture delta

Nous supposons donc que les marchés financiers sont complets. Nous voulons dupli-
quer un call européen (c) a partir d’un portefeuille composé d’actions (S) et d’emprunt
B. Ce portefeuille s’écrit:

c=hS-B
ou h est le ratio de couverture.
On peut réécrire cette équation comme suit
hS—-B-c=0 27)

On veut calculer le ratio de hedging h, qui €élimine le risque de ce portefeuille. Une
expansion de Taylor du premier degré pour c donne:

Ac = 8AS
N oC . o . N . .
ou o= s est le delta du call, soit la sensibilité du prix call a son sous-jacent qui
est égal a N(d,) dans le modele de Black et Scholes.
On a:

hAS — AB— Ac = hAS— AB - 8AS

16. R. Rebonato (2004), Volatility and Correlation, 2°¢ édition, Wiley, New York.
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En regroupant les termes, on obtient:
(h—38)AS+ AB
Pour éliminer le risque du portefeuille, soit AS, il faut que:
h-6=0—->h=39
Le delta-hedging est dynamique. Il faut continuellement ajuster le delta du call pour
avoir un portefeuille couvert.
Reprenons le portefeuille couvert V donné par I’équation (27), portefeuille qui
réplique un call. A I’instant 0, il doit étre égal a:
V,=0,5,-B,—¢,=0 (28)

Ce portefeuille est autofinancé en ce sens que I’écart entre le portefeuille
d’actions et ’emprunt provient de la prime touchée lors de la vente du call, soit c,,
qui constitue le prix de 1’option.

A P’instant 1, le delta du call se sera modifié et le portefeuille couvert devra
étre modifié comme suit:

V,=9§,S,-B,—-¢,=0

La variation de la dette sera égale a:
B,-B,=9§,S,-§,S, - Ac
Or, en vertu d’une expansion de Taylor du premier degré:
Ac=38AS=3,(S,-S,)
On a donc:
B, — By =8,S, —8,S, — 8,5, +8,S, = (8, - 8,)S,
Autrement dit, la variation de I’emprunt est égale au montant qu’il faut investir dans

I’actif sous-jacent pour demeurer couvert. Et I’on doit répéter cette procédure a chaque
période pour demeurer couvert.

A quoi sera égal le portefeuille de couverture a 1’échéance T de I’option. Sa
valeur sera toujours nulle puisqu’il a été rééquilibré continuellement. On aura:
V;=06:5;-B;—-¢c;=0

Si ’option est hors-jeu, c’est-a-dire que c; est nul, &, sera alors nul et la dette
accumulée B sera nulle. Par contre, si ’option est en jeu, 8, sera alors égal a 1 et
¢, vaudra sa valeur intrinseque :
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ou X est le prix d’exercice de I’option. La dette sera alors:
By =5;—(S; - X)=X

Celui qui a écrit le call regoit alors de 1’acheteur le prix d’exercice X, ce qui lui
permet de rembourser sa dette.

Une facon de vérifier si le delta-hedging reproduit bien la valeur de 1’option
d’achat telle que donnée par 1’équation de Black et Scholes est de réécrire 1’équation
(28) comme ceci:

B, +C, =9,5, (29)

On calcule le terme de gauche a partir de celui a droite car on ne connait pas alors C,.
Et a chaque simulation, on ajoute a ce montant I’ajout (ou le retrait) a la dette requis
pour maintenir la position couverte. Par exemple, a I’instant 1, on aura:

By+Co+S,(8,-8,)"

A la fin de la simulation, on pourra identifier C,, car on connaitra alors la dette
finale. Si I’option est hors-jeu a son échéance, alors la dette est nulle, comme on I’a
vu auparavant, et le montant simulé est égal a C,. Par contre, si I’option est en jeu a
I’échéance de 1’option, la dette est égale a X et le montant simulé est égal a (X+C,).
Il suffira donc de soustraire X du montant simulé pour récupérer le prix de I’option
d’achat.

Nous voulons reproduire le call européen, dont les parametres sont les suivants,
a partir du delta-hedging
S =100
X =100
T=0,25
r=0%
Sigma = 0,2
Selon la formule de Black et Scholes, le prix de ce call est de 3,98 $. C’est ce prix

que devra nous permettre de récupérer la simulation. Nous serons alors a méme de
juger de la précision de la couverture.

17.  On suppose ici pour simplifier que le taux d’intérét est nul.
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Le chiffrier suivant détaille les calculs de nos simulations :

(0} P Q R S T

4 T S N(d1) diff. delta B+C

5 0 0,25 100 0,51993881 0,519939 51,99388

6 1 0,230779 98,06560526 0,4380322 -0,081636 -8,005643

7 2 0,211538 99,24486065 0,48547751 0,047174 4,681806

8 3 0,192308 101,1140627 0,56756306 0,082086 8,300003

9 4 0,173077 101,9116218 0,60610537 0,038542 3,92791
10 5 0,153846 98,76369031 0,45250087 ~0,153604 -15,17056
" 6 0,134615 103,3021194 0,68418106 0,23168 23,93305
12 7 0,115385 104,7232447 0,61235501 -0,071826 -7,306378
13 8 0,096154 97,6471412 0,36207687 -0,250278 —-24,43894
14 9 0,076923 98,12958262 0,47610531 0,114028 11,34653
15 10 0,057692 100,44124 0,35605396 ~0,120051 -11,78059
16 1 0,038462 95,75480731 0,55245198 0,196398 19,72646
17 12 0,019231 96,22661618 0,06054709 —0491905 -47,10226
18 13 0 0 -0,060547 -5,826241
19 4,280025

Nous avons divisé la période de simulation en trimestres. T varie de 0,25 a 0,
soit la date de la fin de la simulation. Nous avons simulé le prix de I’action sur les
13 semaines a partir du mouvement brownien géométrique suivant, ou le trend est
nul puisque I’on suppose que le taux d’intérét est nul:

dS = 6Sdz = 6Se/dt

Le programme de la simulation du prix de ’action apparait au tableau 4.6. A noter
que la volatilité de 1’action est de 0,2 selon les données du probleéme.

TABLEAU 4.6  Simulation d’un portefeuille dupliquant un call

Sub deltai()

s=100

sigma=0.2

T=0.25

N=13

dt=T/N

s=100
Range("Stock1”).0ffset(0, 0)=s
Fori=1To N
s=s+s*Application.WorksheetFunction.NormSInv(Rnd)*sigma*Sqr(dt)
Range(“stock1”).0ffset(i, 0)=s
Next i

End Sub
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Puis nous calculons les N(d,) correspondant a ces prix dans la colonne R du
chiffrier en recourant a la formule de Black et Scholes. Pour la cellule R5, T = 0,25.
Pour la cellule R6, T = 0,23, et ainsi de suite. Dans la colonne S, nous calculons la
différence des deltas d’une période a 1’autre.

Dans la colonne T, nous appliquons la formule (29) de maniere a calculer la
valeur du call. Selon les explications antérieures :

T5=S5*Q5
T6 =56 * Q6

Nous cumulons les résultats de la colonne T et nous obtenons une valeur de 4,28 $
pour le call en regard de sa valeur donnée par I’équation de Black et Scholes, soit
3,98 $.

Nous avons repris 1’exercice 50 fois et nous avons reporté les résultats sur
I’histogramme que 1’on retrouve a la figure 4.4.

FIGURE 4.4

Series: N13
Sample 150
Observations 50

Mean 3,981000
Median 3,880000
Maximum 6,490000
Minimum 1,000000

Std. Dev. 1,014149
Skewness 0,033614
Kurtosis 3,638650

Jarque-Bera  0,859152
Probability 0,650785

La moyenne des simulations est bien centrée sur la vraie valeur du call, soit
3,98$. Mais nous constatons que 1’écart-type, a hauteur de 1,01, est important. Les
valeurs estimées s’étirent de 1 $ 4 6,49 $. Certes, un rééquilibrage a la semaine comme
sur cette figure est loin d’étre continu, comme I’exige la théorie.

Au lieu de diviser le trimestre en semaines comme dans la figure précédente,
nous le scindons en 1 000. Nous refaisons le méme exercice et nous obtenons la
figure 4.5.
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FIGURE 4.5

Series: N1000
Sample 150
Observations 50

Mean 4,006200
Median 3,990000
s Maximum 4,170000
Minimum 3,740000
Std. Dev. 0,076556
Skewness -0,172873
4 Kurtosis 4,743904

Jarque-Bera  6,584878
Probability 0,037163

La moyenne des simulations est somme toute €gale au prix donné par 1’équation de
Black et Scholes et ’écart-type de la simulation s’est beaucoup réduit. Il n’est plus
que de 0,07. La valeur minimale est de 3,74 et la valeur maximale de 4,17, des valeurs
somme toute treés rapprochées de la cible de 3,98 $.

5.2. Couverture delta-gamma

On introduit une autre option pour couvrir le risque reli€ a I’évolution du gamma. On
a, pour la valeur du portefeuille :

—c,+hS+kc,-B=0
On veut calculer h et k, qui éliminent le risque du portefeuille. En termes de variations,
le portefeuille s’écrit:
—Ac; +hAS+KkAc, —AB=0

Une expansion de Taylor du second degré donne:

1
Ac, = §,AS + 5 I,AS?

1
Ac, = §,AS+ EFZASZ
En substituant ces valeurs dans le portefeuille et en regroupant les termes, on a:

-8, +h+kd AS+1 —T,+kI',)AS?+ AB=0
1 2 2 1 2
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Pour faire disparaitre les facteurs de risque AS et AS?, il faut que'®:
-6, +h+kd,=0—->h=39,-k3,

r
-T,+kl,=0—>k=—%
FZ

On peut effectuer le méme exercice que dans le cas du delta-hedging, c’est-a-
dire simuler sur la valeur de la dette et le prix du call a couvrir de fagon a récupérer
en bout de piste le prix du call et vérifier la justesse de la simulation.

A chaque période, il suffit de ramener a 0 le portefeuille suivant:
V=hS-c,+kc,-B=0

r
ot k=—+ et h=3§, ks, .

2
A la fin de la simulation, soit a ’échéance de I’option ¢, on a:
I=0—-k=0

h=3,

L’option c, disparait donc du portefeuille de couverture. Elle n’a servi qu’a
rendre plus précise 1’opération de couverture. Elle a joué le role de variable de
controle.

Si I’option 1 est en jeu a sa date d’échéance, on a:
h=§,=1

V;=$;-B;-C,;=0

Et puisque C; =S, — X, on retrouve B = X. Si par ailleurs I’option 1 est hors-jeu
a son échéance, 3, = 0 et B = 0. Comme nous allons simuler sur B + ¢,(0), nous allons
récupérer a la fin de la simulation ¢,(0) + X si ’option est en jeu et ¢,(0) si ’option
est hors-jeu. Et en comparant la valeur simulée de I’option avec sa valeur découlant
de I’équation de Black et Scholes, on pourra juger de la justesse de la couverture.

Les deux options qui servent a 1’opération de couverture apparaissent au
tableau 4.7. Les parameétres de 1’option a couvrir apparaissent a gauche du tableau
(c,) et celle qui sert de variable de contréle (c,) apparait a droite. ¢, a donc une

18. A noter que 3= N(d,), gamma = n(d,) ol n(d,)=—=—e ?
SoT 2n
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échéance plus éloignée que c,: c’est 1a la seule différence entre les deux options. Le

programme Visual Basic ayant trait au calcul du gamma d’une option se retrouve au
tableau 4.8.

TABLEAU 4.7  Les deux options de la couverture delta-gamma
AB AC AD AE AF
1]s 100 S 100
2 |x 100 X 100
3|7 0,25 T 0,5
4 |rf 0 rf 0
5 |sigma 0,2 sigma 0,2
6
7_|Prix call 3,987761 5,63719778
8 |N(d1) 0,519939 0,52818599
9 |d1 0,05 0,07071068
10 _|n(d1) 0,398444 0,39794617
11 Jgamma 0,039844 0,02813904
TABLEAU 4.8  Programme Visual Basic du calcul du gamma d’une option

Function done(s, x, T, rf, sigma)

Num=Log(s / x)+(rf+0.5*sigma”2)*T
done=Num / (sigma*Sqr(T))

End Function

Function gamma(s, x, T, rf, sigma)

nd1=(1/ Sqr(2*Application.Pi))*Exp(-0.5*done(s, x, T, rf, sigma)*2)
gamma=nd1 / (s*sigma*Sqr(T))

End Function
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Voici une premiere simulation pour laquelle 1’option 1 finit en jeu.

Y z AA AB AC AD AE AF AG AH Al
14 T1 T2 gammal |gamma2 |k N(d1) N(d2) h c2
15 0 0,25 0,5 100| 0,039844 | 0,028139 | 1,415982 | 0,51993881 0,528186 |-0,2279633 5,637198
16 1| 0,230769 | 0,480769 | 103,0534 | 0,03775 0,026795 | 1,408822 | 0,6409845 0,612648 |-0,2221274 7,270268
17 2| 0,211538 | 0,461538 | 103,6937 | 0,037961 | 0,026771 1,417962 | 0,67014073 | 0,631144 (-0,2247972 7,558338
18 3| 0,192308 | 0,442308 | 105,6781 | 0,034307 | 0,025272 | 1,357501 0,74970066 | 0,684996 |-0,1801819 8,754715
19 4| 0,173077 | 0,423077 109,958 | 0,021672 | 0,020337 | 1,065649 | 0,88149564 | 0,786624 | 0,0432306 11,80856
20 5| 0,153846 | 0,403846 | 108,6249 | 0,025739 | 0,022387 1,149737 0,86298722 0,762532 |-0,0137247 10,67765
21 6| 0,134615 | 0,384615 | 108,9499 | 0,024149 | 0,022232 | 1,086202 | 0,88586417 | 0,774303 | 0,04481426 | 10,82574
22 7| 0,115385 | 0,365385 | 104,7181 | 0,043504 | 0,028583 | 1,522037 | 0,76194436 | 0,670679 |-0,258854 7,646751
23 8| 0,096154 | 0,346154 | 105,7156 | 0,039587 | 0,027851 1,421417 | 0,82310201 0,702359 |-0,1752422 8,211329
24 9| 0,076923 | 0,326923 | 105,0487 | 0,045018 | 0,029483 | 1,526909 | 0,82008246 | 0,687187 |-0,2291898 7,625531
25 10| 0,057692 | 0,307692 | 110,1638 | 0,009429 | 0,021222 | 0,444305 | 0,97927643 | 0,823295 | 0,61348241 | 11,39213
26 11| 0,038462 | 0,288462 | 106,4903 | 0,025597 | 0,028433 | 0,900234 | 0,94768721 0,738628 | 0,28274895 | 8,403242
27 12| 0,019231 | 0,269231 110,7098 | 0,000148 | 0,020381 0,007248 | 0,99988439 0,849033 | 0,99373053 | 11,65313
28 13 0,00001 0,25| 111,6494 0| 0,018404 0 1| 0,875327 1] 12,37113
L’évolution correspondante de la valeur de la dette est égale a:
AL A AC AP
N

14 Dette + ¢1(0) 14 var. ¢ h1s1-h0s0 h1c¢1-k0cO

15 -14,8141546 15

16 0,547898255 16 | -0,610199 1,1713048 | -0,3996105

17 -0,20814157 17 2,007222 | -0,387572 3,4376176

18 4,179352213 18 1,294181 1,1111937 1,7247544

19 21,11060946 19 0,883071 3,0513882 0,890408

20 _5,28002219 20 | -0,695599 -0,051438 -0,2977846

21 5,685465756 21 -0,773009 -0,199386 -0,6031967

22 —28,4489044 22 | -0,085875 5,1172703 | -0,395684

23 8,001270268 23 | -0,651448 10,755058 -0,1845609

24 —4,85053758 24 | -0,110818 0,0860385 | -0,2298561

25 80,50515746 25 -0,1465 5,56473621 -0,7514918

26 -31,3489523 26 | -0,096793 12,76552 -1,1187401

27 68,29900567 27 | -0,002005 0,8283964 | -0,0539844

28 0,609714763 28 | -6,6E-07 0,0011948 | -0,37E-05

29 103,9877612

Détaillons les calculs. La cellule AL15 est égale a la dette a laquelle s’ajoute
le prix du call a couvrir, cl, que nous devons récupérer a la fin de la simulation si
le portefeuille constitué réplique bien ce call. En vertu des équations précédentes, le
montant qui se trouve dans la cellule AL15 est égal a: (hS + kc,), ce qui en termes

de notre chiffrier, correspond a:

AL1S5 = (AHI15 * AB15) + (AE1S5 * AIlLS)

Par la suite, la variation de la dette est égale a:

Adette = —Ac, + A(hS) + A(ke,)
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Les variations de c, sont calculées a partir de la formule de Black et Scholes. A titre
d’exemple, a la cellule AL16, on retrouve la formule suivante:

AL16 = -AN16 + AO16 + AP16

et ainsi de suite.

On voit a la cellule AL29 que la valeur finale de la dette et du call est de 103,98.
En retranchant le prix d’exercice, on retrouve bien son prix donné par 1’équation de
Black et Scholes, soit 3,98 $. La couverture s’avére donc juste. Un cas pour lequel
I’option 1 finit hors-jeu se lit au tableau 4.9.

L’évolution de la dette et du call est alors la suivante :

AL

14 Dette + C1(0)
15 —-14,8141546
16 -1,36767954
17 0,446876645
18 4,804632842
19 5,091181355
20 -18,6602265
21 —-2,93862763
22 -0,9406797
23 10,6353058
24 -13,8811506
25 8,380532123
26 25,50434982
27 1,718707272
28 0,008693941
29 3,987761168

On retrouve alors directement le prix du call donné par 1’équation de Black et Scholes,
soit 3,98%. On en conclut donc qu’une couverture delta-gamma est beaucoup plus
précise qu’une couverture delta.

Nous pouvons également mesurer la performance d’une couverture delta
et d’une couverture delta-gamma en couvrant I’option d’achat vendue la premicre
semaine' et en examinant la valeur du portefeuille géré passivement aprés une semaine
et aprés 13 semaines, puisque 1’option couverte a ici une échéance de 13 semaines.
On imagine alors divers prix de 1’action et on examine 1’évolution du portefeuille sous
ces divers prix. Pour effectuer ces calculs, nous nous servons des deux calls qui se
retrouvent au tableau 4.10. La seule différence entre ces deux calls est I’échéance.

19.  On retrouve cette approche chez Jackson et Staunton (2001), p. 190-192.
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TABLEAU 4.10 Données du probléme de couverture

Bl BJ BK B BM

1|S 100 S L 100
2 |X 100 X 100
3T 0,25 T 0,5
4 |rf 0,02 rf 0,02
5 |[sigma 0,2 sigma 0,2
6

7 |Prix du call (c1)| 4,2321656 Prix du call (c2) 6,120657
8 |N(d1) 0,5398279 N(d1) 0,556231
9 [d1 0,1 d1 0,141421
10 [n(d1) 0,3969525 n(d1) 0,394973
11 |gamma 0,0396953 gamma 0,027929

Examinons d’abord une couverture delta gérée passivement apres une semaine. Au
moment de la couverture, le portefeuille V vaut:

V=hS-B-¢
Les détails de la couverture passive se retrouvent se lisent au tableau 4.11.

La premicre semaine, on annule V en utilisant le delta du call a ce moment-la, soit
0,53. On a alors 1’équation suivante :

V =(0,53%x100)-49,75-4,23=0

Dans cette équation, 4,23 représente la valeur du call lors de son émission et 49,75
est la dette contractée pour financer la valeur du portefeuille d’actions diminuée de la
prime encaissée. Puis on maintient ce portefeuille passif jusqu’a 1’échéance du call.

La dette s’accumule au rythme des intéréts a payer, soit:
r

B,=B,_e%

TABLEAU 4.11 Couverture delta passive d’un call de trois mois

AQ AR AS AT AU AV AW AX AY

15 |S T1 T2 c N(d1) B h \

16 100 0| 0,25 0,5 4,232166 | 0,539828 | 49,7506239 | 0,539828 0
17 100 1] 0,230769 | 0,480769 | 4,057268 49,7697625 0,155759
18 100 2| 0,211538 | 0,461538 | 3,875664 49,7889084 0,318217
19 100 3| 0,192308 | 0,442308 | 3,686419 49,8080616 0,488308
20 100 4| 0,173077 | 0,423077 | 3,488359 49,8272223 0,667209
21 100 5| 0,153846 | 0,403846 | 3,27997 49,8463903 0,856429
22 100 6| 0,134615 | 0,384615 | 3,059252 49,8655656 1,057972
23 100 7| 0,115385 | 0,365385 | 2,823454 49,8847484 1,274587
24 100 8| 0,096154 | 0,346154 | 2,568618 49,9039385 1,610233
25 100 9| 0,076923 | 0,326923 | 2,28867 49,923136 1,770983
26 100 10| 0,057692 | 0,307692 | 1,973386 49,9423409 2,067063
27 100 11| 0,038462 | 0,288462 | 1,602832 49,9615532 2,418404
28 100 12| 0,019231 | 0,269231 | 1,125557 49,9807729 2,87646
29 100 13| 0,00001 | 0,25 0,025241 50 3,957548
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les intervalles de calculs étant d’une semaine. Certes, la valeur du call diminue au fur
et a mesure que I’on se rapproche de I’échéance. Comme le prix de 1’action demeure
a 100 dans cette simulation, la position nette de I’investisseur mesurée par V est de
3,958, ce qui correspond grosso modo a la prime touchée par celui-ci au moment de
la couverture, I’option ayant dans ce cas terminé hors-jeu. Certes, les intéréts payés
par I'investisseur se retranchent a la prime touchée lors de la couverture.

Envisageons maintenant une couverture passive delta-gamma. Le portefeuille
V est alors égal a:

V=hS-c, +kc,-B

r .
ou k= F—' et h=29,-kJ,. Les détails du calcul de la couverture delta-gamma
2

passive se lisent au tableau 4.12.

Lors de la couverture initiale, le portefeuille V est égal a:
V =(-0,25x100) - 4,32 + (1,42 x 6,12) - (-20,60) = 0

On voit que la couverture delta-gamma du call c, est bien différente de la couverture
delta. D’abord, h est négatif, c’est-a-dire qu’on vend a découvert des actions pour
couvrir c¢,. Ensuite, on doit effectuer un prét plutét qu’un emprunt pour couvrir ledit
call.

A la figure 4.6, on retrouve le portefeuille V sous une couverture delta et sous
une couverture delta-gamma aprés une semaine, le portefeuille V n’ayant pas été
ajusté. On poursuit ici en effet une stratégie passive plutot qu’une stratégie active ou
dynamique. Sur I’axe des abscisses apparait un intervalle de prix raisonnable pour
les variations du prix de I’action aprés une semaine. Comme on peut le constater, la
couverture delta peut donner lieu a des flux monétaires non négligeables si le prix
de I’action varie sensiblement d’une semaine a I’autre. Pour sa part, la couverture
delta-gamma est beaucoup plus fiable. Les flux monétaires sont quasi nuls quelle que
soit I’évolution du prix de I’action d’une semaine a 1’autre.

FIGURE 4.6 Evolution de V pour une couverture delta
et une couverture delta-gamma apres une semaine
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Qu’en est-il du portefeuille V s’il est géré passivement apres 13 semaines ? On
remarque a la figure 4.7 que le portefeuille V couvert initialement par la procédure
delta peut subir des pertes appréciables si le prix de I’action s’éloigne beaucoup du
prix initial, et ce, quel que soit le signe de la variation. Par ailleurs, la couverture
delta-gamma assure une protection beaucoup plus grande.

L’évolution de V en fonction du prix de 1’action s’assimile a la stratégie
du papillon que nous avons examinée au chapitre 1. Le second call agit a titre de
protection lors d’une variation appréciable du prix de I’action, que cette variation soit
haussiere ou baissiere. Les ailes de la stratégie se relevent lorsque la variation du prix
de I’action est importante, et elles protegent de la sorte le portefeuille V.

FIGURE 4.7 Evolution de V pour une couverture delta
et une couverture delta-gamma apres 13 semaines
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RESUME

Dans ce chapitre, nous avons présenté une formule qui devait révolutionner la finance
moderne: celle de Black et Scholes. Cette formule a exercé un tel impact sur les
marchés financiers que 1’on croit, a tort ou a raison, que les prix du marché des options
sont établis en conformité avec la formule de Black et Scholes plutt qu’en vertu du
jeu libre de I’offre et de la demande ! C’est donc dire a quel point la formule de Black
et Scholes s’est ancrée treés fermement dans les marchés financiers.

Comme nous avons pu le constater, les grecques, qui sont établis a partir de
la formule de Black et Scholes et qui servent a mesurer la sensibilité des prix des
options a ses divers paramétres, jouent un trés grand réle dans la couverture d’un
portefeuille contre le risque auquel il est exposé. Le delta est particulierement impor-
tant pour obtenir un portefeuille delta-neutre, c’est-a-dire qui n’est plus sensible aux
variations a court terme du prix de 1’action. Mais, pour demeurer delta-neutre, un
tel portefeuille doit étre soumis a une stratégie dynamique, en ce sens qu’il doit étre
rajusté constamment, car le delta de I’option est en constante évolution. Une telle
stratégie peut donner lieu a des frais de transaction onéreux, au point de ne plus étre
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applicable. Pour pallier a ce probleme, on peut intégrer le gamma lors du calcul de
la couverture, ce grec représentant la convexité du prix de I’option. On aura alors
un portefeuille delta-gamma neutre. Mais cette couverture exige que 1’on introduise
une autre option dans le portefeuille de maniere a ramener la position gamma du
portefeuille a zéro.

Finalement, nous avons constaté que la généralisation de la formule de Black
et Scholes permettait de valoriser une grande variété d’options européennes, autres
que les plain-vanilla. Cette formule permet en effet de calculer les prix des catégories
suivantes d’options européennes: options écrites sur une action qui verse un divi-
dende, options sur devises, options sur contrats a terme et options sur obligations,
cette derniere catégorie n’étant qu’une simple transposition de la formule des options
sur contrats a terme. La formule de Black et Scholes fait donc montre d’une grande
flexibilité, mais elle présente également des défauts, comme nous serons a méme de
le constater au cours des prochains chapitres. D’abord, elle suppose que la volatilité
du rendement de 1’action est constate, ce qui donne lieu a une sous-évaluation des
actions qui sont sensiblement en dehors de la monnaie. On désigne ce phénomene
sous le vocable smile, bien que le smile concerne davantage les options écrites sur
des devises que sur des actions. Ensuite, la formule de Black et Scholes suppose que
la distribution des rendements de 1’action est gaussienne, ce qui ne semble pas se
vérifier pour les rendements journaliers et intrajournaliers, c’est-a-dire les rendements
mesurés a haute fréquence. Incidemment, les deux déficiences du modele de Black et
Scholes que nous venons de signaler sont en interaction. Le smile que 1’on remarque
du c6té des options sur devises serait en effet causé par une distribution leptokurtique
des rendements des prix des devises.
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LES OUTILS
DU CALCUL NUMERIQUE

Pour bien assimiler les méthodes du calcul numérique dans ses rapports avec le
calcul des prix des produits dérivés, il faut maftriser un certain nombre de concepts
et théoremes. L’un des ces concepts est celui de I’univers neutre au risque, qui est
somme toute tres particulier au monde des produits dérivés. Dans un tel univers,
on peut en effet évaluer un produit dérivé en termes de son sous-jacent en faisant
comme si les investisseurs n’éprouvaient aucune aversion au risque. On peut des lors
actualiser les flux monétaires d’un produit dérivé au taux sans risque, ce qui simplifie
énormément les calculs, car on peut faire abstraction du prix du risque pour évaluer
un produit dérivé, le prix du risque étant réputé nul dans un univers neutre au risque.
Jusqu’a Black et Scholes (1973), on évaluait les produits dérivés en se campant dans
le monde réel, c’est-a-dire que 1’on devait prendre en compte la prime de risque
du sous-jacent pour actualiser les flux monétaires d’un produit dérivé de maniere a
calculer son prix. Samuelson faisait face a ce dilemme lorsqu’il voulut valoriser un
warrant, 'une des seules catégories d’options transigées avant 1973. Dées lors, une
grande part d’arbitraire s’incorporait dans le prix d’une option, car le prix du risque
est fort difficile a évaluer, n’étant pas observable.

Black et Scholes ont révolutionné la finance moderne en 1973 en se campant
d’emblée dans I’univers neutre au risque pour calculer le prix d’une option européenne
classique. En effet, ils ont formé, en exploitant la corrélation entre le prix de I’option
et celui de son sous-jacent, un portefeuille sans risque. Pour un call européen, ce porte-
feuille est constitué d’un call et de delta! action vendue a découvert. Ce portefeuille

1. Rappelons que le delta d’une option est la dérivée du prix de I’option par rapport au prix de son
sous-jacent, une action en 1’occurrence.
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est alors parfaitement couvert (hedged), et par conséquent sans risque, et son taux
de rendement ne peut alors étre que le taux sans risque. Des lors, 1’on se situe dans
I’univers neutre au risque pour valoriser un produit dérivé.

Le théoréeme de Feynman-Kac nous permet de calculer le prix d’un produit
dérivé comme ’espérance de ses cash-flows a 1’échéance (payoffs). En effet, le
théoreme de représentation de Feynman-Kac nous permet de représenter (d’ou son
appellation) sous certaines conditions une équation différentielle du type de celle de
Black et Scholes comme une espérance. Plutot que d’évaluer le prix d’un produit
dérivé en termes de son équation différentielle, ce qui peut s’avérer laborieux, on
peut donc, en recourant au théoréme de Feynman-Kac, le calculer en termes de 1’es-
pérance de ses cash-flows finaux. Dans ['univers neutre au risque, 1’actualisation de
ces cash-flows s’effectue par le biais du taux sans risque de maniére a en arriver au
prix du produit dérivé. Ce prix est donc €gal a I’espérance neutre au risque des cash-
Sflows finaux de I’option. Certes, si I’option est américaine, donc exercable en tout
temps, cette regle de calcul se complique quelque peu puisqu’on doit alors prendre
en compte la date optimale d’exercice’. Mais, méme dans cette situation, le principe
du calcul demeure le méme.

Le théoréme de représentation de Feynman-Kac est tres utile puisqu’il nous
permet de recourir a la simulation de Monte Carlo pour calculer le prix d’un produit
dérivé. En effet, la simulation de Monte Carlo est toute désignée pour évaluer une
intégrale quelconque, et une espérance est justement une intégrale. A partir d’un
modele stochastique du prix du sous-jacent, la simulation de Monte Carlo permet de
calculer la distribution des cash-flows d’un produit dérivé a son échéance et la moyenne
de ces cash-flows est ensuite actualisée au taux sans risque pour devenir le prix dudit
produit dérivé. La simulation de Monte Carlo fera 1’objet d’un chapitre ultérieur.

Mais comment passer du monde réel a I’univers neutre au risque ? Ces univers
sont tres différents, car dans le monde réel, on observe les probabilités objectives et
dans le monde neutre au risque, les probabilités dites neutres au risque. Lors de la
transformation des probabilités objectives en probabilités neutres au risque, des primes
de risque s’ajoutent aux probabilités neutres au risque, mais elles sont oubliées pour
le reste des calculs.

C’est le théoreme de Girsanov qui nous permet de transformer les probabilités
objectives en probabilités neutres au risque. La transformation s’effectue au niveau
du processus stochastique du sous-jacent. Comme nous le verrons dans ce chapitre,
le théoreme de Girsanov ne modifie que la dérive (driff) du processus stochastique
du sous-jacent et non sa volatilité. Cette transformation corrige la dérive du prix
du risque. Certes, il s’ensuit automatiquement un ajustement au niveau de la partie
stochastique du sous-jacent. A la suite de cette transformation, le sous-jacent devient

2. On parle plus précisément d’optimal stopping time.
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une martingale’®. Il faut comprendre ici toute I’importance du concept de martingale
dans le domaine du pricing des produits dérivés. En effet, si le sous-jacent n’évolue
pas selon une martingale, alors le prix du produit dérivé ne sera pas juste (fair) en ce
sens qu’il y aura alors possibilité d’arbitrage a la suite du calcul du produit dérivé,
alors que le pricing vise justement I’absence d’arbitrage. Martingale et univers neutre
au risque vont donc de pair®.

Le passage de I'univers réel a ’'univers neutre au risque se traduit véritablement
par un changement de numéraire. On dit communément que 1’on passe de la mesure
P, soit la mesure donnée par les probabilités objectives, a 'univers Q, soit la mesure
donnée par les probabilités neutre au risque. C’est la dérivée de Radon-Nykodym
qui nous permet de transformer les probabilités de la mesure P a la mesure Q. Les
probabilités sous la mesure Q pondérent davantage les événements défavorables a
I’investisseur que sous la mesure P, car ’actualisation s’effectue au taux sans risque
sous la mesure Q alors qu’elle integre la prime de risque sous la mesure P. Il y a ici
un effet de vases communicants. Black et Scholes ont choisi I’actif sans risque comme
numéraire de leurs calculs. Mais 1’on peut tout aussi bien en choisir un autre s’il faci-
lite les calculs. A titre d’exemple, on utilise souvent comme numéraire 1’obligation a
coupon zéro pour calculer les prix des produits dérivés sur taux d’intérét.

1. QUELQUES REGLES DE BASE EN CALCUL STOCHASTIQUE

Un modele stochastique comporte la plupart du temps une €quation différentielle.
Par exemple, si on suppose que la variable x obtempére a un mouvement brownien
arithmétique, on écrira:

dx =u(x,t)dt+o(x,t)dz (1)

ou . est la dérive du processus, o, la volatilité de x et dz, un processus de Wiener
égal a gfdt ou &~ N(0,1) . Mais il faut comprendre ici que cette équation n’est qu’un
raccourci de I’intégrale stochastique qu’elle représente, c’est-a-dire :
t t
X, =X, +Ju(xs,s) ds+'[c(xs,s) dz,
0 0

Par conséquent, équation différentielle stochastique et intégrale stochastique vont de
pair, la premicre étant une représentation schématisée de la seconde.

3. La variable X, disons le prix d’une action, est une martingale si E(Xu) =X, c’est-a-dire que
le meilleur estimateur de X, est sa valeur observée aujourd’hui, soit X,. La dérive (drift) d’une
martingale est donc nulle.

4.  En anglais, on parle communément de risk-neutral pricing ou de martingale pricing. Voir a ce sujet
C.F. Huang et R.H. Litzenberger (1988), Foundations for Financial Economics, Elsevier, North-
Holland, chapitre 8.
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Par ailleurs, les régles de différenciation en calcul stochastique différent de
celles du calcul différentiel et intégral classique, étant donné la place prépondérante du
temps dans le calcul. Nous donnons ci-apres les principales regles de différenciation
du calcul stochastique’.

Supposons que x suive le processus donné par 1’équation (1) et soit deux
fonctions: f(x,t) et g(x,t). Envisageons dans un premier temps la dérivée de x". En
calcul différentiel classique, cette différentielle serait de:

d(x”): nx"*dx

En calcul stochastique, étant donné la dépendance de x de t, on doit ajouter un terme
additionnel :

1
d(x")=nx""dx + N (n-1)x"?c?dt
En calcul différentiel et intégral traditionnel, on aurait:
d(e*)=e*dx
Un terme de variance s’ajoute pour cette différentielle en calcul stochastique :
X 1 2 X
d(e*)= [dx+—c dt:l e
2

Par ailleurs, une combinaison linéaire des fonctions f et g a la méme équation diffé-
rentielle, que 1’on soit en calcul différentiel classique ou stochastique, c’est-a-dire :

d(af + bg) = adf + bdg

Mais la différentielle du produit de ces fonctions ou de leur ratio différe. En calcul
différentiel classique, la différentielle du produit fg est égale a:

d(fg) = fdg + gdf

Par ailleurs, en calcul stochastique, cette différentielle est égale a:
d(fg) = fdg + gdf + 6°f g dt

Finalement, en calcul différentiel classique, la différentielle du ratio des deux fonc-

tions est de:
d(i): gdf — fdg

g g

5. On retrouvera, entre autres, ces régles chez Quittard-Pinon (2002).
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En calcul stochastique, la méme différentielle devient:

f| gdf-fdg o°
d| —|="—7— ——39./|9f —fg, |dt
(g] g° g° [ ]

2.  Les MARTINGALES®
Nous donnerons d’abord un apercgu intuitif de la notion de martingale puis nous
passerons a une formulation plus formelle de ce concept.

On dira qu’un processus stochastique est une martingale relativement a I’en-
semble d’information () si:

E(Xt+1|Q) =X,
Autrement dit, la meilleure prévision de x,,, est x,, cette derni¢re variable étant censée
incorporer toute I’information disponible jusqu’au temps t.

Si x, est une martingale, alors son processus peut se représenter comme un
processus autorégressif du premier degré dans lequel le coefficient de x,_, est égal a
I'unité:

X, =X +V, OUE(v]Q)=0
Autrement dit, un tel processus stochastique comprend deux composantes: i) ce qui

peut étre prédit une fois I’ensemble d’information ©Q connu; ii) ce qui ne peut étre
prédit. On peut aussi écrire x, comme suit:

X, = E(x,]Q)+v,
L’équation de x, comporte une racine dite unitaire, le coefficient de x, , étant égal a
I’unité. La série chronologique x, est donc non stationnaire.

L’intuition du concept de martingale étant donnée, nous en fournissons
maintenant une version plus formelle. Une martingale est un processus stochastique
sans dérive. Soit une variable P qui représente une martingale. On peut alors la
définir comme :

dP = ocdz

6. Pour rédiger cette section, nous nous inspirons de: J.C. Hull (2003), chapitre 21. On consultera
également I’excellente introduction aux martingales de R. Tavella (2002).
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ol dz est un processus de Wiener. La variable o peut étre elle-méme définie par un
processus stochastique. Elle peut dépendre de P ou d’autres variables stochastiques.
Une propriété désirable d’une martingale est que son espérance a tout moment futur
soit égale a sa valeur actuelle (valeur d’aujourd’hui), soit:

E (PT) =P, ()

ou P, et P, sont les valeurs de P au temps 0 et T, respectivement (T > 0). Une diffé-
rence de martingale est alors définie par:

E(PT - Po) = E(pT)_ P0

et elle est égale a 0 dans ce cas. La différence de martingale mesure en 1’occurrence le
changement espéré. Pour interpréter ce résultat, considérons ce qui suit. En supposant
que les petits changements de P sont distribués normalement avec une moyenne de 0,
I’espérance de la variation de P sur n’importe quel petit intervalle de temps est donc
nulle. La variation de P entre les temps O et T est la somme de ses constituantes que
sont les petites variations de P sur de petits intervalles de temps. Elle est donc égale
a z€ro. En termes mathématiques, on a donc:

E(dP)=0
et nous savons que:
AP =P, —P, = AP,
pour de petits AP. 11 suit: |
E(P; —Py) =Y E(AP,) =0

Définissons f et g comme étant des prix d’actifs transigés qui ne dépendent que
d’une seule source d’incertitude (un seul facteur). En supposant que ces actifs ne géne-
rent aucun flux de revenus durant la période considérée, définissons également:

f
o=- 3)
g
soit le prix relatif de f par rapport a g. Il mesure le prix de f par unité de g plutdt
qu’en dollars. L actif g prend le nom de « numéraire », une appellation trés classique
en sciences économiques.

Un résultat important connu sous le nom de mesure de martingale équivalente
montre que, lorsqu’il y a effectivement absence d’arbitrage, ¢ est une martingale
en considérant un certain choix du prix du risque: A = (. — r)/o. De plus, pour un
numéraire donné g, le méme choix du prix du risque A fait en sorte que ¢ est une
martingale pour tout actif f. Puisque dans notre cas le drift (dérive) est nul, le choix
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du prix du risque se limite a la volatilité de g. Donc, dans ce cas, lorsque le prix du
risque est supposé égal a la volatilité de g, le ratio f/ g est une martingale pour tout
actif de prix f.

Afin de prouver ce résultat et, en 1’occurrence, le clarifier, considérons ce
qui suit. Supposons que les volatilités de f et de g soient respectivement o; et 0,
Supposons également que les processus stochastiques de f et de g soient donnés par
des mouvements browniens géométriques classiques:

g =u,dt+oc.dz

% = W,dt+o0,dz

w—r

Sachant que A= , alors on a: w =1 + Ao. Donc on peut définir les dérives

de ces processus sachant que A =0o, par:
W, =r+o,0;
W, =r+0.
d’ou on obtient les processus de f et de g définis en termes du prix du risque, soit:

% =(r+o0,0,)dt+c,dz

d—g:(r+c§)dt+cgdz

Nous connaissons également le résultat désormais classique obtenu a partir du lemme
d’It6 que pour un processus, par exemple, G = In f, on obtient le résultat que ce
processus est donné par: dinf = (ul -o; /2)dt+ o.dz . En appliquant ce résultat a
nos deux processus, on obtient:

dinf=(r+o,0,-0;/2)dt+c,dz
ding=(r+o; /2)dt+o,dz

Le processus de In¢ = In(i) =Inf-Ing est donc:
g

ding=d(Inf-Ing)=dInf-dIng=(c,0, -} /2-0./2)dt+(c,-o,)dz
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Pour déterminer le processus de ¢ =f/ g a partir de In ¢, il suffit d’appliquer le lemme d’1td
en définissant correctement notre fonction G. Nous rappelons ici le lemme d’Itd appliqué
sur une fonction G = In(x) en supposant que x est un mouvement brownien géométrique
dG _ 9G  19°G 9G
—a+-—+=—b’ [dt+—bdz . Dans
ox ot 2 ox ox

le cas qui nous intéresse, définissonsG =f/g, x=f/g=f*, a=uf* et b=0,-0,
alors on obtient:

de moyenne a et de variance b, soit: dG = (

dG G 1 9°G dG
dG = | —uf*+—+= ) |dt+ — (o, —o,)d
(af*u p 2(af*)2(” )) af*(csf c,)dz
= dG =(0+0+0)dt+1(c, — c,)f *dzw
“)
:(cf—cg)idz:d(i)
g9 9

L’équation (4) démontre que (3) est en fait une martingale. Ceci nous retourne donc
le résultat désiré. Un monde ot le prix du risque est G, est un monde défini comme
étant neutre au risque a terme (forward risk neutral) par rapport a g. Parce que
(f /g) est une martingale, en utilisant (2) et en définissant ¢, =1./g;, ¢, =1, /9,,
ona:

E,(01)=0q )

ou Eg (.) est ’espérance dans un monde qui est neutre au risque a terme par rapport
a g. Enfin, on peut réécrire (5) comme suit:

e (5)
9 9+

— 1= 0.E, (;—) (6)

T

L’équation (6) est a la base du pricing des actifs contingents et est donc d’une impor-
tance capitale. Elle nous dit qu’un actif dérivé peut étre valorisé simplement par le
calcul d’une espérance.

3. LE MONDE NEUTRE AU RISQUE ET L'EQUATION DE FEYNMAN-KAC’
S’introduire dans le monde neutre au risque nous permet de calculer de facon exacte

le prix d’un produit dérivé. Nous avons vu auparavant comment Black et Scholes
avaient réussi a calculer le prix d’une option d’achat européenne en faisant abstraction

7. Pour cette section, nous nous inspirons de I’excellent texte de Bjork (1998).
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du rendement espéré d’une action. En effet, seul le taux sans risque apparait alors
dans leur équation différentielle. Dans le monde réel, le prix de I’action obtempere
au processus stochastique suivant si I’on suppose qu’il évolue selon un mouvement
brownien géométrique :

dS = uSdt + 6Sdz

ou dz représente un processus de Wiener. Par ailleurs, dans le monde neutre au risque,
I’équation différentielle du prix de I’action s’écrit:

dS = rSdt + 0Sdz

La dérive de I’équation, p, a donc été remplacée par r lorsque 1’on passe du monde
réel au monde neutre au risque. Cette transformation simplifie de beaucoup les calculs
car r est directement observable alors que w ne 1’est pas.

Nous avons vu auparavant comment Black et Scholes s’y étaient pris pour
transiter du monde réel a I'univers neutre au risque. IIs ont tout simplement exploité
la corrélation qui existe entre le prix d’une option et le prix de son sous-jacent pour
constituer un portefeuille a 1’abri de tout risque. Ce portefeuille, désigné par IT, est
constitué d’une option d’achat et de delta action vendue a découvert. Ce portefeuille
est donc égal a:

[M=C-AS

ou C est le prix de I’option d’achat, A, le delta de I’option et S, la valeur du sous-
jacent de I’option, en I’occurrence une action. Comme ce portefeuille est a 1’abri
de tout risque, son rendement est égal au taux sans risque si I’on veut une absence
d’arbitrage. On a donc:

d—H:rdt
1T

On peut alors établir I’équation différentielle de C sans référence a la prime de risque
de I’action. On obtient I’équation différentielle de Black et Scholes qui permet d’ex-
primer C sous une forme analytique, soit la célebre formule de Black et Scholes.

Tavella (2002) présente de facon simple le théoréme de Feynman-Kac qui
est a la base du recours a la simulation de Monte Carlo pour valoriser des produits
dérivés. Soit I’équation différentielle suivante:

dy, = udt + odz

En vertu du théoreme de Feynman-Kac, I’espérance suivante :

f(y,t)=E, [9(y(T)]
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est la solution de I’équation différentielle :

of of 1 ,0%f
—+U—+-06"—=0
ot ady 2 oy
sous la condition finale :
fy, T)=g(y)

Voyons ce que signifie ce théoréme dans le cadre du modele de Black et
Scholes. On rappelle que 1’équation différentielle de Black et Scholes se formule
comme suit:

2
a—C+£c5282a—(2:+rsa—c—rC:O
ot 2 0S 0S

ou C est le prix du call européen recherché. La condition finale de cette équation
s’écrit:

c(s,T)=[s(T)-xT

c’est-a-dire que le payoff final de ’option est égal a sa valeur intrinseque. Selon
I’équation de Feynman-Kac, la solution de cette équation différentielle est égale a
I’espérance suivante :

Co=eTE?[(S(T)- X)")]

ot EQ représente 1’opérateur d’espérance dans un monde neutre au risque. En recourant
a cette expression, le prix d’un call européen devient donc facile a calculer sous une
simulation de Monte Carlo. Il suffit de calculer des scénarios de S, et pour chacun de
ces scénarios, on calcule les payoffs de 1I’option. On fait alors la moyenne des payoffs
de tous les scénarios que 1’on actualise au temps présent. Cette moyenne actualisée
nous donne le prix du call.

L’équation: C,=¢e"E? (CT) , o C; est le payoff final de I’option, est condi-
tionnée par le choix du numéraire. En effet, son expression générale est de:

Co_po|Sr
el o

ol N est un numéraire quelconque et ol on a ajouté ’indice O aux variables du
membre de gauche pour bien faire ressortir qu’elles sont mesurées au temps présent,
par opposition aux variables du membre de droite, qui sont mesurées a I’échéance T
de I'option d’achat. Si le numéraire est un bon (dépdt) et que sa valeur au temps O
est standardisée a 13, c’est-a-dire N, = 1$, alors N est égal a (1+r)" si on suppose
que le taux d’intérét est fixe et que la composition des intéréts est discrete. L’équation
(7) peut alors étre réécrite :
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1 Q
ey

Certes, si on suppose que la composition des intéréts est continue plutdt que discrete,
on aurait plutét:

C,=e"E%(C,)

forme que I’on retrouve plus fréquemment dans la littérature financiere. Par contre,
on peut choisir comme numéraire une obligation a coupon zéro qui verse 1$ a son
échéance, toujours en supposant un taux constant. N, est alors égal a e™ et N vaut
1$. L’équation (7) s’exprime alors:

G (%)
e 1

C,=e"E%(C,)

Il s’ensuit que:

Il résulte que ces deux numéraires, en supposant un taux d’intérét constant,
se traduisent par une forme €quivalente de I’espérance neutre au risque dans ce cas,
mais cette forme peut varier grandement selon le choix du numéraire et du modele
stochastique du taux d’intérét.

Le théoreme de Feynman-Kac peut étre généralisé a une option qui comporte
plusieurs sous-jacents. Supposons n sous-jacents y,, chacun d’eux se pliant au
processus stochastique suivant:

dy, =p,dt+ c,dz,

Toujours en vertu du théoreme de Feynman-Kac, 1’espérance suivante :

f(Y11y27---’ynvt) = E[g(yl(T),yz(T),...,yn(T))]

est la solution de 1’équation différentielle :

f oo foly f
a—+ZHia—+—z pijGiGja—: 0
gt 5 dy 205 Y0y
cov(dzi,dzj) . .
ou p; = s La condition finale de cette équation est:

f(yl’yZ""'yan) = g(y11y21"'vyn)
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Nous sommes maintenant en mesure de fournir une version plus formelle de
I’équation de Feynman-Kac. Supposons I’équation différentielle suivante pour F,
solution au probleme de valeurs des bornes (boundary value problem):

2
aa—f(t,x)+u(t,x)g—i+%02(t,x)§(t,x)— rF(t,x)=0

F(T,x) = ®(x)
Supposons également que le processus:
o (s, Xs)g—i(s, X,)
est dans I’espace Lot X est défini ultérieurement. Alors F admet la représentation
suivante sous forme d’espérance :
F(t,x)=e"TE , [@(X,)]

ol ®(X;)est le payoff final de ’option et X satisfait 1’équation différentielle
stochastique :

dX, = (s, X )ds+ o (s, X, )dW,
X, =x

Illustrons ce théoréme par I’exemple suivant. On veut trouver la solution de
I’équation différentielle partielle®:

oF 1 ,0°F
E(t,X)+502¥(t,X)=O

F(T,x)=x?
ol o est une constante.

En vertu du théoréeme de Feynman-Kac, nous avons immédiatement :

F(tx) = E, [X3]

8. Cette équation a la méme forme que 1’équation de la chaleur en physique, qui s’écrit comme suit:

ou u . 1 e . ..
g = aZF ou a’= —50'2. Certes, la solution différera en fonction des conditions aux bornes.
X

Dans notre probléme, la condition aux bornes a trait au payoff final de F, c’est-a-dire: F(T,x) = x*.
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dX, =0ds+ o dW,

La solution de cette équation est donnée par:
X;=X+0[W; - W]

Alors X suit une distribution normale N[X,c+T—t]. On trouve donc que la solution
pour F(t,x) est donnée par:

F(tx)=E[X}]= V(xi)+(E[xT])2
=o*(T-t)+x?

Nous venons de traiter le cas d’une variable. La généralisation au cas a plusieurs
variables s’effectue simplement. Essentiellement, on obtient le méme résultat pour la
représentation sous forme d’espérance de Feynman-Kac, c’est-a-dire :

F(t.x)=e"E [@(X;)]

ouF: R, xR" — R estla solution d’un probléme aux conditions de bornes et ®(X)
est le payoff final de I’option. L’équation différentielle de F pour le cas a plusieurs
variables s’écrit:

2

aa F (t,x)—-rF(t,x)=0

oF 0 OF 1
—(t, At x)—(t, — > C.(t,
o 00+ 2REN T 10+ 30,0 o

ij=1
Avec, bien siir, comme condition aux bornes le payoff final :

F(T,x) = ®(x)

4, LE THEOREME DE CAMERON-IVIARTIN-GIRSANOV

Le théoréme de Cameron-Martin-Girsanov®, di aux trois auteurs portant ces noms,
est plus communément appelé, par souci de simplification, « théoréme de Girsanov ».
Comme nous le mentionnions précédemment, les probabilités du monde réel diffe-
rent de celles du monde neutre au risque, ces derniéres comprenant des primes de
risque. Disons que les probabilités du monde réel sont mesurées sous la mesure P et
celles du monde neutre au risque, sous la mesure Q. Pour faire transiter une équa-

9. LV.Girsanov (1960) et R.H. Cameron et W.T. Martin (1944). On consultera également les adaptations
de ce théoreme par Tavella (2002) et par James et Webber (2000).
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tion stochastique de la mesure P a la mesure Q, on recourt justement au théoréme de
Girsanov. Comme nous le verrons, cet ajustement a pour effet de modifier la dérive
du processus stochastique suivi par le sous-jacent sans modifier la volatilité de ce
dernier.

En termes simples, le théoréme de Girsanov peut s’exprimer comme suit.
Supposons qu’une action qui ne verse pas de dividende obéisse au mouvement
brownien géométrique suivant: dS=uSdt+oSdz, avec dz =e+/dt, ou €~ N(0,1).
Dans cette expression, . est la dérive (drift) réelle du prix de I’action et représente
I’espérance de son rendement.

Nous voulons passer de la mesure P, soit la mesure objective correspondant
au monde réel, a la mesure Q, soit la mesure neutre au risque, dite encore « mesure
de martingale ». Pour ce faire, nous devons faire subir la transformation de Girsanov
suivante au processus de Wiener qui apparait dans I’équation différentielle de S:

t r—
z(t)=1z(t)- jx(s) ds. Pour passer au monde neutre au risque, posons: X(s)= TM.
0

‘. A~ = .
Nous pouvons donc écrire: dz, = dz, +—Hat et, en substituant cette valeur dans
c

I’équation différentielle de S, on obtient: dS = rSdt+ 6Sdz. Cette expression repré-
sente 1’équation différentielle de S dans un monde neutre au risque, c’est-a-dire sous
la mesure Q et non P.

On voit que le rendement espéré de S, soit ., a disparu de 1’équation différen-
tielle de S a la suite de la transformation de Girsanov. En fait, cette transformation a
tout simplement retranché le prix du risque du processus de Wiener construit sous la

. e r - 4

mesure P, prix défini comme: (M—J , cela en conformité avec nos développements
c

antérieurs. Le prix du risque est donc le rendement excédentaire de I’action par unité

de risque. Il est assimilable au ratio de Sharpe. Comme il n’y a ici qu’un facteur de

risque, représenté par le prix de I’action, il n’y a qu’un seul prix du risque.

En fait, I’équation différentielle de S dans un monde neutre au risque peut étre

. R -r .
également écrite comme : dS = (u — Ac)Sdt+ 6SdZ avec A = B=T La transformation
o
de Girsanov a donc pour effet de retrancher (Ac) de . Mais cette différence est égale
au taux sans risque, ce qui fait disparaitre p dans I’équation différentielle de S dans
un monde neutre au risque, ce qui était souhaitable car pest une variable qu’il est
difficile d’estimer. C’est parce que S est un actif négocié ou transigé que I’on peut faire
. ~ s 4 . oo . . , e . =TI
disparaitre . de I’équation différentielle de S. Sinon, 1’on ne pourrait écrire: A = =T
o

et ainsi effacer la variable génante, comme nous le verrons ultérieurement.
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On aura remarqué que la transformation de Girsanov n’a affecté que la dérive
de I’équation différentielle de S. Elle n’a pas modifi€ la volatilité de S. Cela est di au
fait que la transformation de Girsanov n’a d’impact que sur la dérive d’une équation
différentielle. Elle n’influence pas la volatilité de 1’actif considéré.

Sous la mesure neutre au risque Q, la valeur actualisée du prix de 1’action est
une martingale. En effet, e "E°(S;)=e"E? (Soe'T) puisque le rendement espéré de
S est égal au taux sans risque dans un monde neutre au risque. On peut donc écrire :
e "E° (ST) =S§,, ce qui répond bien a la définition d’une martingale. Mesure neutre
au risque fait donc corps avec martingale.

Ayant compris de facon intuitive le théoréme de Girsanov, nous sommes main-
tenant en mesure d’en fournir une version plus formelle. Supposons que W, soit un
mouvement brownien défini sous la mesure P et que <y, soit un processus prévisible

.
( o,5jy§dt)

sous la filtration 3 qui satisfait a la conditionE,\e ° <o, qui constitue une

borne, alors il existe une mesure Q telle que:

i) Qestéquivalenta P

dQ T T
17 - _ _ _ 2 10
i) _exp( '([ytth 0,5£ytdtJ

~ t
iii) W, =W, + JO Y,ds est un mouvement brownien sous la mesure Q.

En d’autres termes, W, est un mouvement brownien sous la mesure Q ayant
comme dérive —y, au temps t. Donc, si I’on désire transformer un mouvement brow-
nien sous la mesure P, soit W,, en un mouvement brownien avec un certain drift
— 1, alors il existe une certaine mesure Q qui fera le travail. Plus précisément, par

t t
la propriété iii), W, =W, — Jysds et jysds =v,t-7,0=7v,t. On constate donc
0 0

que le passage d’une mesure a I’autre n’affecte que le drift. Pour clarifier davantage
le théoreme de Girsanov, considérons I’exemple suivant. Supposons que X soit un
processus défini par:

dX, =pdt+ o, dW,

0Q _ i QA)

10. Cette dérivée se nomme dérivée de Radon-Nikodym; elle se définit comme suit: — = 0
dP A~ P(A)

A= {W' W, (W) =W, (w),i=12,., n} est le filet (maille) ou grille du temps dont les intervalles

U

se réduisent a mesure que A tend vers w.
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ol W, est un mouvement brownien défini sous la mesure P. Supposons que 1’on désire
trouver une mesure Q qui permet un drift de v,dt au lieu de p dt. La premicre étape
a considérer est que dX peut étre réécrit comme suit:

dX, = v,dt + o, Ku)dt + dwt}
t

En posant que vy, =(u,—V,)/ o, et en respectant la condition CMG de croissance
t

Eq [exp(O.Sj yfdt:| < oo mentionnée plus haut, alors il existe effectivement une mesure
0

~ t
Q telle que W, :W, + _[ (us—Vv,)/o,ds est un mouvement brownien sous la mesure
Q. Mais cela signifie que I’équation différentielle de X sous Q est donnée par:

dX, = v, dt+c,dW,

ou W estun mouvement brownien sous la mesure Q, ¢’est-a-dire que dW, = y dt + dW,,
soit la propriété iii). Cet exemple montre clairement que lorsqu’on passe d’une mesure
a une autre, seule la dérive est affectée. La volatilité¢ demeure inchangée.

b. L'EQUATION DITE FORWARD DE KOLMOGOROV, EGALEMENT CONNUE
SOUS LE NOM D’EQUATION DE FOKKER-PLANCK"

L’intérét de cette équation repose dans le fait qu’en présence d’un processus de Wiener,
la solution de 1’équation de Fokker-Planck est la densité gaussienne, équation qui est
assimilable dans ce cas a I’équation de la chaleur, soit I’équation de type parabolique
la plus simple.

Supposons que la solution pour X de I’équation: dX, = p(t, X,)dt + o (t, X)dz,
possede une densité de transition p(s,y ;t,x). Alors p satisfait I’équation forward de
Kolmogorov donnée par:

%p(s,y; t,x)= A*xp(s,y;1,x), (t,x)e(0,T)xR

p(s,yit.x) > 8, quand tis.

Sous forme multidimensionnelle, I’équation de Fokker-Planck ne change pas d’allure,
elle est donnée par:

0
pn p(s,y;t,x) = A*p(s,y;t,x)

11. Cette section s’inspire de Bjork (1998).
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ol A* est un opérateur connu sous le nom d’opérateur infinitésimal ou opérateur de
Dynkin et prend la forme:

(A*f)(t 2 u (t,x)f(t, x)] J

%, ——[Cy(t0f(tx)]
1 Ijl

Prenons un exemple. Supposons un processus de Wiener standard avec un coefficient
de diffusion constant o, c’est-a-dire :

dX, = o dW,
L’équation de Fokker-Planck de ce processus est:
, 0P
—(sytx)— c —(sytx)

On peut montrer que la solution de cette dernicre est la densité gaussienne:

p(s,y:t,x) = ;GXP (X Y
o[2n(t—s) 26%(t-s)
Ce résultat est souvent cité dans les livres récents en finance quantitative.
Pour ce qui concerne le cas d’un mouvement brownien géométrique a coefficient

constant'?, la solution de I’équation de Fokker-Planck est la densité lognormale. En
effet, supposons le mouvement brownien géométrique habituel pour I’action S:

ds
—=udt+odz
S u

alors 1’équation de Fokker-Planck est donnée par:

op 19, , ., d
—- S' S'
ot' 2as.'2(cs p) 9S' PG

ol p définit la densité de probabilité de transition d’un état a un autre, t, le temps
présent, t', le temps futur, S le prix de ’action au temps présent et S' le prix de I’action
a une période future. La solution de cette équation est donnée par:

p(S,t;S't") =

ﬁmexp—[log(s/S')+(u—(l/2)02)(t'— t)]2 1262 (' t)

Cette densité est la célebre PDF lognormale.

12, Voir: P. Wilmott (2000), Paul Wilmott on Quantitative Finance, John Wiley & Sons, New York.



174  Finance computationnelle et gestion des risques

6. LE ROLE DU THEOREME CENTRAL-LIMITE
DANS LE CALCUL DES PRIX DES PRODUITS DERIVES

Le théoréme central limite s’énonce comme suit.

n

S x

Si X,, X,, ..., X, sont des variables aléatoires IID( u,cz) et que X ==L ,
n

X-E(X) X- X -
EX) _Xon Jn X-u dispose d’une PDF qui s’ap-
VxS c
Jn

alors la statistique Z =

proche de la loi normale centrée et réduite N(0,1) a mesure que n tend vers ’infini.

Selon ce théoréme, la moyenne de n variables indépendantes qui obéissent a une
distribution quelconque (en autant que la distribution ait une moyenne et une variance)
s’approche donc d’une N(0,1) aprés qu’on I’a centrée et réduite sur un échantillon
suffisamment grand. Plus formellement, ces résultats se formulent comme suit.

X, Az
|imP[«/ﬁ “<y}——J :
G —oo

N—oo

Ceci implique que:

VA%, AN (. 0?)

a 2
;n~N(%£LJ
n

Supposons qu’un investisseur vende un contrat a terme de gré a gré'? (forward
contract) écrit sur une action dont le flux monétaire final est de S, une variable
aléatoire. S désigne le prix de I’action et T, I’échéance du contrat. A 1’échéance, le
prix de ce contrat est de E(S;), ou E(.) est ’opérateur d’espérance. Le vendeur du
contrat s’engage a vendre 1’action au prix prédéterminé X. La valeur non actualisée
(V) de ce contrat est de:

ou, en termes équivalents,

V=E@S) - X (1)

La valeur V de ce contrat est nulle au départ. En effet, ce contrat constitue une
obligation pour le vendeur de livrer 1’action et pour 1’acheteur de prendre livraison

13. Qui doit étre distingué du contrat a terme boursier (futures contract).
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de I’action. Il n’y a aucune autre solution pour les deux parties. L’acheteur n’a pas
I’option d’exercer ou non le contrat. Il doit obligatoirement |’exercer a I’échéance au
prix X. Il en paie donc le juste prix sans 1’additionner d’une prime.

Comment se détermine E(S;), le prix du contrat a terme ? Puisque S; est une
variable aléatoire, on pourrait penser que 1’on doit recourir au calcul probabiliste pour
déterminer cette espérance, en I’occurrence au théoréme central limite. Il n’en est rien.
En fait, pour calculer cette espérance, nous pouvons nous camper dans un univers
déterministe, soit ['univers neutre au risque. En effet, le vendeur du contrat a terme
a le loisir d’acheter le sous-jacent dudit contrat, soit I’action, au prix S, aujourd’hui.
Pour financer cet achat, il emprunte au taux sans risque r,, taux composé de facon
continue. A I’échéance du contrat, il pourra livrer I’action qu’il détient et rembourser
le montant de son emprunt, soit Se"" . Le prix a terme du contrat est donc de Sye"" .
C’est ce que devra payer I’acheteur du contrat a terme a son échéance. C’est le prix
qu’impose 1’arbitrage sur les marchés financiers. Tout autre prix donne lieu a une
situation d’arbitrage.

RESUME

On peut citer Baxter et Rennie (1996) pour résumer ce chapitre. Baxter et Rennie
qualifient de strong law le théoréme central limite.

Thus maybe a strong-law price would be appropriate for a call option,
and until 1973, many people would have agreed. Almost everything
appeared safe to price via expectation and the strong law, and only
forwards and close relations seemed to have an arbitrage price. Since
1973, however, and the infamous Black-Scholes paper, just how wrong
this is has slowly come out. Nowhere in this book will we use the strong
law again. Just to muddy the waters, though, expectation will be used
repeatedly, but it will be as a tool for risk-free construction. All deriva-
tives can be built from the underlying — arbitrage lurks everywhere'.

Huang et Litzenberger (1988) résument bien la démarche qu’il faut suivre pour
fixer les prix des produits dérivés par arbitrage. Disons que nous voulons déterminer le
prix d’un call écrit sur une action qui ne paie pas de dividende. Il faut d’abord trans-
former le processus suivi par le prix du sous-jacent en martingale, pour éviter toute
situation d’arbitrage. Pour ce faire, on normalise le prix du sous-jacent en recourant a
un numéraire, un bon dans le monde de Black et Scholes, et I’on obtient la martingale
recherchée' en changeant la mesure de probabilité. Cette mesure de probabilité est
associ€e au monde neutre au risque. C’est le théoréme de Girsanov qui nous permet

14. Baxter et Rennie (1996), p. 9.
15. On parle alors d’equivalent martingale measure, comme on a pu le voir dans ce chapitre.
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de transiter des probabilités objectives vers les probabilités neutres au risque. On peut
alors valoriser le call comme une simple espérance dans le monde neutre au risque
ainsi défini. L’espérance est ainsi calculée a partir des probabilités neutres au risque
et I’actualisation des flux monétaires du call peut des lors s’effectuer au taux sans
risque. C’est le théoreme de représentation de Feynman-Kac qui autorise 1’évaluation
d’une option comme une espérance.
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CHAPITRE

6

LES APPROCHES BINOMIALE
ETTRINOMIALE A LATHEORIE
DES OPTIONS

Cox, Ross et Rubinstein (1979) ont proposé une méthode numérique treés simple pour
calculer les prix d’une grande diversité d’options qui n’admettent pas de solution
analytique: I’arbre ou treillis binomial. Cette technique suppose qu’a tout instant, le
prix d’un instrument financier ne peut enregistrer que deux mouvements: un mouve-
ment de hausse ou un mouvement de baisse. Si I’on diminue suffisamment le pas de
la variation du prix de I’instrument financier, on en arrive a reproduire le processus
stochastique qui commande son mouvement.

La technique de la construction de 1’arbre binomial d’un produit dérivé
s’effectue sans difficultés. Elle consiste d’abord a construire 1’arbre binomial du sous-
jacent du produit dérivé a partir du prix initial connu du sous-jacent. On en arrive
ainsi a générer tous les prix possibles du sous-jacent a la date d’échéance de 1’option.
On peut alors calculer les payoffs de I’option a I’échéance, qui constituent les noeuds
finaux de I’arbre binomial de cette option. On rétrograde ensuite dans I’arbre du prix
du produit dérivé en actualisant les payoffs de I’option jusqu’a la date de la valorisation
de I’option. La valeur actualisée qui s’y trouve constitue le prix de I’option.

Comme nous serons a méme de le constater plus particulierement au chapitre 11,
I’arbre binomial est particuliérement bien adapté pour prendre en compte 1’exercice
prématuré d’une option américaine. En effet, a chaque noeud de I’arbre, on calcule le
maximum de la valeur espérée actualisée des flux monétaires de I’option a ce nceud,
qui est sa valeur de continuation, et du payoff a ce méme nceud. La valeur de I’option a
ce noeud est le maximum de ces deux valeurs. Comme nous le verrons ultérieurement,
cette procédure est une simple application de 1’équation de Bellman, bien connue en
programmation dynamique.
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Les extensions de 1’arbre binomial sont nombreuses. L’arbre trinomial est la
premicre modification que les chercheurs ont fait subir a I’arbre binomial de maniere
a le rendre plus flexible'. A tout moment, le prix d’un instrument financer peut
enregistrer trois mouvements dans un arbre trinomial plutdt que deux comme dans
I’arbre binomial. A partir d’un tel arbre, on peut par exemple reproduire le processus
Ornstein-Uhlenbeck ou processus de retour vers la moyenne. A chaque nceud, le prix
de I’instrument financier peut augmenter, diminuer ou retourner vers sa moyenne de
long terme. Nous donnerons un exemple d’arbre trinomial a la fin de ce chapitre.

Plus récemment, d’autres variantes de I’arbre binomial sont apparues. D’abord,
I’arbre quadrinomial®, qui permet d’imprimer quatre mouvements au prix d’un
instrument financier a chaque nceud de 1’arbre. Ce type d’arbre est particulierement
populaire dans la théorie des options réelles. Ensuite, Rubinstein (1994) a développé
récemment un arbre implicite qui prend en compte, lors de sa construction, les prix
observés des options. Un tel arbre permet d’intégrer le phénomene du smile lors de
la construction d’arbres binomiaux, comme nous serons a méme de le constater a
I’intérieur de ce chapitre.

Finalement, la derniere section de ce chapitre sera consacrée a quelques appli-
cations de la technique de I’arbre binomial ayant trait aux titres a revenus fixes. On
examinera comment construire ’arbre du prix d’une obligation pour ensuite valo-
riser un call écrit sur cette obligation. Puis ’on s’intéressera au calcul du prix d’une
obligation convertible.

1. LES DEUX APPROCHES A LA CONSTRUCTION D'UN ARBRE BINOMIAL®

Il existe deux approches a la construction d’un arbre binomial : I’approche par le
portefeuille dupliquant et I’approche neutre au risque. Toutes deux font appel a la
notion d’arbitrage. Comme nous le verrons, le lien entre ces deux approches est tres
étroit.

1.1. L'approche par le portefeuille dupliquant

Supposons une option, disons un call, qui échoit dans une période. Le sous-jacent du
call, disons une action dont le prix initial (connu) est représenté par S, peut enre-
gistrer deux mouvements au cours de cette période. Ce prix peut soit augmenter, soit
diminuer. S’il augmente, il est égal a uS, a la fin de la période, u étant le multiple de
hausse et donc supérieur a 1. Si le prix diminue, il est égal a dS; a la fin de la période,

1. Larticle de base sur I’utilisation des arbres trinomiaux en finance est: Hull et White (1993).
2. Sur I’arbre quadrinomial, voir, par exemple : Copeland et Antikarov (2001), chapitre 10.
3. Pour cette section, nous nous inspirons surtout de Copeland et Antikarov (2001), chapitres 4 et 5.
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d étant le multiple de baisse et donc inférieur a 1. La représentation des mouvements
de hausse et de baisse du prix de 1’action est donnée a la figure 6.1, qui représente
I’arbre binomial d’une période du prix de I’action.

FIGURE 6.1 Arbre binomial d’une période du prix de I’action
uS,
S0
ds

0

L’arbre binomial correspondant du prix du call écrit sur cette action apparait
pour sa part a la figure 6.2.

FIGURE 6.2 Arbre binomial du prix du call
Cu

Co
Cq

Nous voulons calculer C,, soit le prix du call d’une période. Ayant établi I’arbre
de I’action, nous pouvons calculer les payoffs du call a I’échéance de 1’option. Le
payoff du call dans Iétat de hausse du prix de I’action est égal a: C, = (uS, - X)",
X étant le prix d’exercice du call. Par ailleurs, le payoff du call dans 1’état de baisse
du prix de 'action est de: Cy =(dS, - X)+ . Nous savons que le prix du call est en
quelque sorte la valeur espérée actualisée de ses deux payoffs a 1’échéance. Mais
comment procéder pour calculer cette espérance ?

Pour arriver a calculer C, soit le prix recherché du call, on imagine un porte-
feuille qui duplique les cash-flows du call. 11 est formé de m unités du sous-jacent
et d’un montant d’encaisse B* rémunéré au taux r.. Si B est négatif, il s’agit d’un
emprunt.

C,=mV,+B )

4.  Cette encaisse peut étre assimilée a des obligations a coupon zéro qui ne comportent aucun risque
de défaut.
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Au temps 1, le portefeuille vaut, dans les deux états de la nature:
C,=muS,+(1+r,)B ()
Cy=mdS, +(1+r,)B (3)

Le portefeuille formé du sous-jacent et d’une encaisse duplique donc les payoffs
du call a son échéance. Il y a deux inconnues dans les équations (2) et (3), m et B,
puisque:

C,=(uS, - X)"
C,=(dS, - X)"

On peut trouver les deux inconnues soit par substitution, soit en recourant a la regle
de Cramer. Recourons a la régle de Cramer en écrivant les équations (2) et (3) sous

forme matricielle. On a:
uS, l+r|m| [C,
ds, 1+r||B]| |C,

Selon la régle de Cramer, la valeur de m est égale a:

C, 1+r

o Gy 14l C,-C, _ C,-C,
uS, 1+r| uS,-ds, S,(u-d)
ds, 1+r;

On peut mémoriser rapidement la valeur de m en constatant que C, au numérateur
de m est associ€ a uS;au dénominateur et C,, a dS,. On aura également constaté que
C,-C, _AC

m est le ratio de hedging du call puisque: m = .
ging puisq S,—S, AS

Pour déterminer la valeur de B, on recourt encore une fois a la régle de
Cramer:

us, C

u uC,—-dcC,
B ds, C, __u-d
us, 1+r 1+,

ds, 1+r;
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uC, —dcC,

u-d
qui est actualisé au taux sans risque. On reprend au numérateur la soustraction du
dénominateur, soit (u — d), mais en multipliant u par C; et d par C,.

La valeur de B se mémorise elle aussi facilement. Examinons le ratio

Ala période 0, la valeur du portefeuille dupliquant est donc de mS, + B. Sa
valeur est alors observée. Pour éviter tout arbitrage, il faut donc que la valeur du call
soit égale a la valeur du portefeuille qui réplique ses payoffs, c’est-a-dire :

C,=mS;,+B

On aura remarqué que, pour calculer le prix du call, nous n’avons pas fait appel
aux probabilités de hausse ou de baisse du prix du sous-jacent. Nous avons ainsi pu
éviter les notions d’aversion au risque et de prix du risque, des concepts, il va sans
dire, difficiles 2 mesurer. Le raisonnement que nous avons suivi consiste a appliquer la
notion d’arbitrage au calcul du prix d’un produit dérivé lorsque les marchés financiers
sont complets. On peut alors reproduire parfaitement les flux monétaires du produit
dérivé a I’aide d’un portefeuille constitué du sous-jacent et d’'un montant d’encaisse.
Pour éviter tout arbitrage, la valeur de ce portefeuille au temps 0 est €gale au prix
du produit dérivé.

Le taux d’actualisation des flux monétaires de 1’option varie a chaque noeud
de I’arbre binomial dans I’approche au calcul du prix d’une option par le portefeuille
dupliquant. Montrons-le pour le cas du modele de I’arbre a une période que nous
venons de développer. Connaissant la probabilité objective d’une hausse du prix de
I’action et le prix de ’option, il est possible d’en déduire le taux, majoré du risque,
auquel sont actualisés C, et C, pour calculer C,,. En effet, on peut écrire:

C,=pCe™+(1-p)Ce™

ou p est la probabilité objective du mouvement de hausse du prix de I’action et k,
le taux d’actualisation majoré du risque des deux flux monétaires C, et C,. Or, k
varie a chaque nceud de I’arbre binomial. On voit ici qu’on peut se ramener a 1’ap-
proche classique qui voit le prix d’un titre financier comme la valeur espérée de ses
flux monétaires actualisés a un taux qui integre la prime de risque dudit titre. Mais
encore faut-il, pour calculer ce taux, connaitre C, soit le prix du produit dérivé. Or,
I’approche par le portefeuille dupliquant nous permet de calculer C; sans qu’il soit
besoin de connaitre p ou k. Au demeurant, comment pourrait-on calculer C, a partir
de I’approche classique alors que k est d’emblée inconnu? On ne peut le calculer
que si I’on connait C;, et I’on s’engage alors dans un argument circulaire. Qui plus
est, le calcul de la probabilité objective p est difficile a estimer. L’approche par le
portefeuille dupliquant nous permet de contourner tous ces problémes.
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1.2. L'approche neutre au risque

Nous avons déja examiné I’approche neutre au risque au calcul des prix des produits
dérivés. En vertu de cette approche, le prix d’une option européenne est égal a:

P=E%[e™ (Payoff); |

ou P est le prix de I’option, E9(.), I’opérateur d’espérance dans un univers neutre au
risque et T, la durée de I’option. Le prix P d’une option européenne est donc égal a
I’espérance, dans un univers neutre au risque, de la valeur actualisée du payoff final’
de I’option. Cette formule doit étre modifiée comme suit s’il s’agit d’'une option
américaine :

P = sup EC [e‘” (Payoff). ]

0<t<T
Le prix d’une option européenne est donc le supremum de I’espérance neutre au risque
du payoff de I’option. Le but de 1’exercice est de trouver le temps d’arrét optimal 7*
qui maximise 1’espérance.

L’approche par 1’arbre binomial est particulierement bien adaptée au calcul de
telles espérances. Pour ce faire, nous imaginons un portefeuille parfaitement couvert
formé d’une unité du sous-jacent et a découvert a hauteur de m unités dans le call. Ce
portefeuille rapporte le taux sans risque. A la période 1, ce portefeuille vaut, puisqu’il
rapporte le taux sans risque:

(Se—=mCy)(1+1,)=uS, —mC,
Isolons m, le ratio de hedging :
Se(1+1)-mCy(1+1,)=uS,-mC,
So(1+1)-uS, =mC,(1+r,)-mC,

So(1+1,)—uS,

Co(1+r)-C,

Comme le portefeuille est couvert, il rapporte le méme flux monétaire dans les deux
états de la nature a la période 1:

uS, -mcC, =dS, -mC,
En substituant m par sa valeur, on a:
u (1+r)-u C—d- (1+r)-u c,
Co(1+1)-C, Co(1+r,)-C,

5. Qui est certes une variable aléatoire.
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[ % Fu_—d{%}cd

Co(l+1,)-C, =[(1+rf)_u}cu+[u_(l+rf)}cd

u—d u-—d

Co(1+ I})Z[m+l:|cu+...

u-—d

el [l

1+

_ 4G, +(1-q)C,

C
0 1+,

(4)
ou q et (1 — q) sont les probabilités neutres au risque. Elles ne sont pas égales aux
probabilités objectives p et (1 — p). Elles ne sont qu’un subterfuge mathématique pour
ajuster les flux monétaires du call au risque de telle sorte qu’ils puissent étre escomptés
au taux sans risque (risk-adjusted probabilities ou hedging probabilities).

En vertu de 1’équation (4), le prix d’un call est bien une espérance calculée
dans un univers neutre au risque. L’arbre binomial est particulicrement bien adapté
pour effectuer un tel calcul. Dans ce qui suit, nous augmentons le nombre de pas de
I’arbre de maniere a accroitre la précision du calcul du prix. Comme nous le verrons, un
nombre raisonnable de pas pour que le prix converge vers sa vraie valeur est d’environ
100. 11 faut toutefois souligner que ce nombre varie d’un probléeme a 1’autre. Il vaut
mieux fixer le nombre de pas a un niveau suffisamment élevé de facon a converger
vers le prix véritable de 1’option.

Expliquons maintenant le principe de 1’arbre binomial a partir de la figure
6.3. Dans cet arbre, les intervalles de temps sont dénotés par i et chacun des nceuds
(états de la nature), par j. A chaque nceud, I’action peut enregistrer un mouvement de
hausse (u) ou un mouvement de baisse (d). Le prix de I’action se modifie donc selon
le processus suivant:SOUjdH, j=0,1,2,...,i.
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FIGURE 6.3 Représentation schématique d’un arbre binomial
j=3
j=2
j=2
j=1
j=1
j=1
=2
j=0
j=0

Nous voulons calculer le prix d’une option d’achat européenne par le biais de
I’arbre binomial. Nous devons d’abord évaluer les prix de ’action sous-jacente au
bout de I’arbre, tel que cela apparait a la figure 6.4 :

FIGURE 6.4

udS

ds

d?s




Les approches binomiale et trinomiale a la théorie des options 185

ol u est le multiple de hausse de S, soit le prix de 1’action sous-jacente, et d, le
multiple de baisse de S. Une fois les prix des actions au bout de I’arbre déterminés,
on calcule les cash-flows correspondants du call européen. A I’état j, le payoff ou flux
monétaire d’un call européen est égal a:

C) = [SG) - X"

ou C(j) est le payoff du call pour 1’état j; S(j), le prix de I’action sous-jacente pour
cet état et X, le prix d’exercice ou de levée. A la figure 6.5, les flux monétaires finaux
de I’option d’achat sont représentés.

FIGURE 6.5 Flux monétaires finaux (payoffs) du call européen
(u2S - X)*
usS
(udS - X)*
S
ds
(d?S - X)*

Puis on calcule le prix du call en actualisant I’espérance de ses cash-flows dans
un univers neutre au risque. Pour actualiser I’espérance des cash-flows, on recourt aux
probabilités neutres au risque pour pondérer les mouvements de hausse et de baisse
du prix de ’action sous-jacente.

C = e ™IEQ [(S;— X)*]

ou C est le prix du call européen et EQ, I’espérance neutre au risque. (T — t) est par
ailleurs la durée de I’option.

Il reste a déterminer les probabilités neutres au risque. Celles-ci sont choisies de
facon telle qu’elles soient compatibles avec le modele de Black et Scholes. En effet, la
solution de I’arbre binomial doit converger vers le mode¢le de Black et Scholes. Dans
ce modele, le prix de I’action sous-jacente obtempere a une distribution lognormale.
Pour qu’il y ait compatibilité, le mouvement de hausse du prix de I’action dans I’arbre
binomial doit étre défini comme suit:
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ou o est la volatilité du rendement de 1’action et At, I’ intervalle de temps dans lequel
on a divisé la durée de I’option (T — t). Par ailleurs, le mouvement de baisse d du
prix de ’action doit étre égal a:

d=e oM™
Toujours pour arrimer 1’arbre binomial sur la solution analytique de Black et

Scholes au calcul du prix d’un call européen, la probabilité neutre au risque de hausse
du prix de ’action doit étre:

Certes, la probabilité de baisse est égale a (1 —q). A la figure 6.6, nous complé-
tons le calcul du prix de I’option d’achat européenne enclenché a la figure 6.5.

FIGURE 6.6 Calcul binomial du prix de ’option d’achat européenne

C,, = (u'S - X)*

\

C, = e [q(u?S - X)* + (1 - g)(udS - X)*]

\

C,, = (udS - X)*
Copo=e"[aC,, + (1-q)C,]

/

C,, = e [q(udS - X)* + (1 - q)(u?S - X)*]

/

C,, = (S = X)*

Le programme Visual Basic pour déterminer le prix du call européen par le
biais de I’arbre binomial se retrouve au tableau 6.1.
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TABLEAU 6.1  Programme Visual Basic pour calculer le prix
d’un call européen par la binomiale

Sub Calloption( ) ‘Prix de départ pour calculer les prix de I'action
au dernier pas de I'arbre

Smat(0)=S*(d*N)

Range(“st02m”).0ffset(N, N)=Smat(0)

‘A partir de ce prix, on calcule tous les autres

Sheet1.Activate
Range("“G8:L2000").ClearContents
DimK, T,S,R, N, u,d

X=100 . .
prix de l'action
T=0.25 T vt A it .
a I'extrémité de I'arbre

S=100 .
R=0.06 Forj=1To N

=0. A io1)*
sigma=0.1 Smat(j)=Smat(j-1)*(u / d)

Range(“st02m”).0ffset(-2*j+N, N)=Smat(j)

Next j

‘Puis on calcule les cash-flows de I'option au
bout de I'arbre

Forj=0 To N

Cash(j)=Application.Max(0, Smat(j)-X)

Range(“cashf2m”).0ffset(-2*j+N, N)=Cash(j)

Next j

‘Que I'on actualise par la suite jusqu’au début de
I'arbre. A remarquer la notation

‘pour faire machine arriére

For i=N-1To 0 Step -1

Forj=0To i

Cash(j)=disc*(p*Cash(j+1)+(1-p)*Cash(j))

Range(“cashf2m”).0ffset(-2*j+i, i)=Cash(j)

Smat(j)=Smat(j) / d

Range("st02m”).0ffset(-2*j+i, i)=Smat(j)

Next j

Next i

Range(“callb”)=Cash(0)

N=Range(“nombre”)

‘On définit le pas

dt=T/N

‘On retient le processus de hausse et de baisse
compatible avec B&S

u=Exp(sigma*Sqr(dt))

Range(“up”)=u

d=Exp(-sigma*Sqr(dt))

Range(“down”)=d

Dim i As Integer

Dim j As Integer

Dim Smat() As Variant

ReDim Smat(N)

Dim Cash() As Variant

ReDim Cash(N)

‘Probabilité de hausse conforme au processus
B&S

p=(Exp(R*dt)-d) / (u-d)

Range(“prob”)=p

‘La probabilité de baisse est bien siir de (1-p)

‘Taux d’escompte des cash-flows de I'option End Sub

disc=Exp(-R*dt)

Avec les données qui apparaissent dans le tableau 6.1 et pour N = 2, le prix
du call européen est égal a 2,58 $ selon 1’arbre binomial. A la figure 6.7, on retrouve
les arbres binomiaux du prix de 1’action et du prix du call quand N = 2, cela toujours
pour les données du probléme qui apparaissent au tableau 6.1.
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FIGURE 6.7 Arbres binomiaux des prix de I’action et du call (N = 2)
Action Call
107,33 7,33
103,60 4,35
100< 100 2,58< 0
96,53 0
93,17 0

Pour les données du tableau 6.2, le prix du call donné par la formule de Black
et Scholes se situe a 2,81 $. Il faut donc augmenter le nombre de pas pour augmenter
la précision du calcul effectué par 1’arbre binomial. A la figure 6.8, on peut suivre
I’évolution du prix du call lorsque N augmente de 2 a 100. On voit qu’a partir de
30 pas, on obtient une assez bonne précision, mais il faut cependant noter que 1’on
peut accroitre davantage la précision du calcul en augmentant davantage le nombre
de pas. Tout compte fait, il vaut mieux fixer N a un niveau suffisamment important,
car la précision est de mise pour le calcul des prix des produits dérivés.

FIGURE 6.8 Evolution du prix du call en fonction de N
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2. L'ARBRE TRINOMIAL

Dans un arbre binomial, le prix de 1’action ne peut effectuer que deux mouvements
a un instant donné : un mouvement de hausse ou un mouvement de baisse. Dans un
arbre trinomial, on imprime au prix trois mouvements a chaque nceud de ’arbre. Par
exemple, a un instant donné, en plus de monter ou baisser, le prix d’une action peut
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rester stable, ou encore retourner vers sa moyenne de long terme, voire enregistrer un
saut. L arbre trinomial peut donc servir a reproduire des processus stochastiques autres
que le mouvement brownien géométrique, comme le processus Ornstein-Uhlenbeck
ou le processus de diffusion avec sauts.

Nous présentons dans cette section une procédure pour construire 1’arbre trino-
mial qui respecte a la lettre le pseudocode proposé par Clewlow et Strickland®. La
configuration de I’arbre qui sert a construire I’algorithme se retrouve a la figure 6.9.
Désignons, comme a I’accoutumée, par i la sous-période de 1’arbre et par j, les états
de la nature pour cette sous-période. Dans un arbre trinomial, j est compris entre —i
et +i, tel que cela apparait a la figure 6.9. A chaque nceud, il y a donc trois branches,
d’ou la dimension trinomiale de 1’arbre.

FIGURE 6.9

¢33 3
c2,2 < c3,2 2
c1,1 < c2,1 c3,1 1
c00 < ¢1,0 c2,0 c3,0 0
cl1, -1 c2,-1 c3, -1 -1
c2, -2 c3, -2 -2
c3,-3 -3

0 1 2 3

A D’instar de I’arbre binomial, on calcule d’abord les u, d et p de maniere a
assurer la compatibilité avec le modele de Black et Scholes’ :

UZGGM

6. Clewlow et Strickland (1998), p. 54, figure 3.3.
7. Ace sujet, on consultera Hull (2000).
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=— A>< r—div—c—2 +1
Pe= 1267 | " 2) 6

ou div est le taux de paiement du dividende, p, représente la probabilité neutre au
risque d’un mouvement de hausse du prix de I’action, p,, la probabilité d’un mouve-
ment de baisse et p,,, celle d’un mouvement mitoyen. Quand il y a un dividende, on le
soustrait du taux d’intérét pour construire I’arbre. Le programme de 1’arbre trinomial
se retrouve au tableau 6.2.

TABLEAU 6.2  Programme Visual Basic de I’arbre trinomial

Sub ArbretriBS( ) Range(“putt1”).0ffset(0, 0)=pu
. pm=2/3

Sheet10.Activate “ " _

Range(“g6:df2000”).ClearContents Range("pmt1”).Offset(0, 0)=pm

pd=-ps*(rf-div-sig"2 / 2)+1/ 6

X=100 Range("pdt1”).0ffset(0, 0)=pd
T=0.25 i .
S=100 disc=Exp(-rf*dt)
50203 Stree(1)=S*(nd(N))
9= Range("”Stree1”).0ffset(0, 0)=Stree(1)
rf=0.06 )
; Forj=2To R
div=0#

Stree(j)=Stree(j-1)*(nu)
Range("Stree1”).0ffset(j-1, 0)=Stree(j)
Next j

Forj=1To R
Ctree(j)=Application.Max(0, Stree(j)-X)

Dim N As Integer
Dim R As Integer
Dim j As Integer
Dim i As Integer

Nz]fo Range(“Ctreej1”).0ffset(j, N)=Ctree(j)
R=2*N+1 Next
D|m.Stree() As Variant For i=N-1To 0 Step -1
ReDim Stree(R) %
. . S=2%i+1
Dim Ctree() As Variant .
ReDim Ctree(R) F0”=1. TO.S . .
dt=T /N Ctree(j)=disc*(pu*Ctree(j+2)+pm*Ctree(j+1)+pd*
i Ctree(j))
Range(“dtt1”).0ffset(0, 0)=dt ,, - _— )
nu=Explsig*Sqr(3*dt) Ezr;?g( ctreej1”).0ffset(j, i)=Ctree(j)
Range(“nut1”).0ffset(0, 0)=nu N !
nd=1/nu REXtI “call6")=C
ps=Sqr(dt/ (12*sig"2)) ange(“call6")=Ctree()
pu=ps*(rf-div-sigh2 / 2)+1/ 6 End Sub

A la figure 6.10 apparait ’arbre trinomial du call lorsque (N = 10). Les données ayant
servi a construire cet arbre sont intégrées dans le tableau 6.2 et sont les mémes que
celles du tableau 6.1.
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FIGURE 6.10  Arbre trinomial du call européen

31,50

28,10 2795

24,79 24,64 24,49
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0,06 0,03 0,01 0,00 0 0 0 0

0,00 0,00 0 0 0 0 0
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0 0 0 0

0 0 0

0 0

0

Avec 10 pas, le prix calculé du call est de 2,7557 $. Sa valeur donnée par la formule
de Black et Scholes est de 2,8125$. Il faut donc augmenter le nombre de pas pour
accroitre la précision du calcul. A la figure 6.11, on peut suivre I’évolution du prix
du call en fonction du nombre de pas de I’arbre.

FIGURE 6.11  Evolution du prix du call en fonction de N

3
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On constate a la figure 6.11 que le mécanisme de convergence est différent pour les
modeles binomial et trinomial. Le prix de I’arbre trinomial converge vers la solution
de Black et Scholes de facon continue sans cycles (zigzags). Un tel mécanisme de
convergence s’avere plus efficace. Nous verrons d’ailleurs dans un autre chapitre
que, sous certaines conditions, I’arbre trinomial équivaut a la méthode explicite des
différences finies.
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3. PROGRAMMES MATLAB D' ARBRES®

Nous passons maintenant a la programmation d’arbres a partir du logiciel Matlab.
Nous voulons en premier lieu calculer a 1’aide d’un arbre binomial le prix d’un call
européen aux caractéristiques suivantes: prix initial de I’action (S,), 30; prix d’exer-
cice, 25; taux d’intérét, 0,06 ; durée de 1’option, 6 mois; sigma, 0,3 ; nombre de pas
de I’arbre, 30. On retrouve au tableau 6.3 le programme Matlab de 1’arbre binomial
apte a calculer le prix de cette option.

TABLEAU 6.3  Programme Matlab du calcul du prix d’une option d’achat
européenne par la méthode de I’arbre binomial

function [prix, arbre] = Calleuro(S0,X,r.t,sigma,n)

% fonction pour le call euro par I'arbre binomial
deltat=t/n;

u=exp(sigma*sqrt(deltat));

d=1/u;

p=(exp(r*deltat)-d)/(u-d);

% initialisation de I'arbre

arbre=zeros(n+1,n+1);

% Début de la boucle

for j=0:n

arbre(n+1,j+1)=max(0, SO*(u?j)*(d*(n-j))-X);

end

% Calcul des combinaisons. Dans Excel (VB), on utilise I'application Combin
for i=n-1:-1:0

for j=0:i

arbre(i+1,j+1)=exp(-r*deltat)*(p*arbre(i+2,j+2)+(1-p)*arbre(i+2,j+1));

end

end

prix = arbre(1,1);

A la différence du langage Excel (Visual Basic), nous n’avons pas le loisir
n

d’utliser une fonction pour calculer les combinaisons ( ) , obtenues par la commande :
i

Application.Combin(n,i). Nous avons donc eu recours a une boucle imbriquée pour
effectuer ce calcul.

8. Cette section s’inspire fortement de Brandimarte (2002).
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Dans Matlab, on effectue le calcul du prix du call européen ci-devant a partir
de la fonction du tableau 6.3 de la facon suivante:

Calleuro(30,25,0.06,6/12,0.3,30)
On obtient le résultat suivant:
ans = 6.2198
La fonction pour effectuer le calcul du prix d’un put européen est présentée

au tableau 6.4.

TABLEAU 6.4  Programme Matlab du calcul du prix d’une option de vente
européenne par la méthode de I’arbre binomial

function [prix, arbre] = Puteuro(S0,X,r.t,sigma,n)

% fonction pour le call euro. par I'arbre binomial
deltat=t/n;

u=exp(sigma*sqrt(deltat));

d=1/u;

p=(exp(r*deltat)-d)/(u-d);

% initialisation de I'arbre

arbre=zeros(n+1,n+1);

% Début de la boucle

for j=0:n

arbre(n+1,j+1)=max(0, X-S0*(u”j)*(d*(n-j)));

end

% Calcul des combinaisons. Dans Excel (V.B.), on utilise I'application Combin
for i=n-1:-1:0

for j=0:i

arbre(i+1,j+1)=exp(-r*deltat)*(p*arbre(i+2,j+2)+(1-p)*arbre(i+2,j+1));

end

end

prix = arbre(1,1);

Prenons par exemple le cas ou SO = 30, X =25, r = 0,08, t = 6/12, sigma =
0,3 et n = 30. On obtient le résultat suivant:
Puteuro(30,25,0.08,6/12,0.3,30)
ans = 0,4374
Maintenant passons au calcul d’un put américain, ou nous verrons toute

Iutilité¢ d’utiliser un méthode numérique comme I’arbre binomial. Le code Matlab
se retrouve au tableau 6.5:
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TABLEAU 6.5

Programme Matlab du calcul du prix d’une option de vente
américaine par la méthode de I’arbre binomial

function [prix, arbre]=Putamericain(S0,X,r.t,sigma,n)

% fonction pour le put américain par I'arbre binomial

deltat=t/n;

u=exp(sigma*sqrt(deltat));

d=1/u;

p=(exp(r*deltat)-d)/(u-d);

% initialisation de I'arbre

arbre=zeros(n+1,n+1);

% Début de la boucle

for j=0:n

arbre(n+1,j+1)=arbre(n+1,j+1)+max(0, X-S0*(u?j)*(d*(n-j)));

end

% On évalue I'exercice a partir de la fin de I'arbre jusqu’au début

for i=n-1:-1:0

for j=0:i

arbre(i+1,j+1)=max(X-S0*urj*dA(i-j),
exp(-r*deltat)*(p*arbre(i+2,j+2)+(1-p)*arbre(i+2,j+1)));

end

end

prix=arbre(1,1);

tic, Putamericain(30,25,0.08,6/12,0.3,10000), toc

On obtient le résultat suivant.

ans = 0,4484
elapsed_time = 1,4752e+003

Le calcul d’une option américaine pour 10 000 itérations dans Matlab 6.1 a 1’aide
d’un ordinateur Tecra S1 avec 1 gigaoctet de RAM consomme 1 475,2 secondes, soit
environ 25 minutes. Comme nous le verrons, le méme calcul effectué a 1’aide de la
méthode des différences finies de Crank-Nicolson ne consomme que 4,3 secondes.
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4, L’ ARBRE TRINOMIAL IMPLICITE®

La méthode de I’arbre trinomial implicite recourt a I’arbre trinomial standard afin
d’effectuer le calcul du prix d’une option tout en considérant les prix d’Arrow-Debreu.
Le concept du prix contingent d’ Arrow-Debreu est en effet utilisé dans cette méthode
numérique, qui a I’avantage de tenir compte de la volatilité implicite, laquelle est
ici supposée une fonction linéaire du prix d’exercice, ce qui peut étre considéré en
contrepartie comme un désavantage, comme nous le verrons dans le chapitre ayant
trait a la volatilité implicite. Dans ce qui suit, nous présentons succinctement les
fondements de la méthode de Derman, Kani et Chriss (1996).

Avant la contribution de Derman et al. (1993), I’arbre binomial implicite est
apparu dans la littérature. Mais cette méthode a le défaut de générer des probabilités
de transitions négatives. Non seulement I’arbre trinomial implicite présente-t-il I’avan-
tage de pallier a ce probleme mais il est également plus flexible et il est en mesure
de reproduire une plus grande classe de structures de volatilités. Dans le modele
trinomial implicite, I’espace état'® est choisi indépendamment des probabilités de
transitions. Les prix des options sont alors utilisés pour solutionner ces probabilités.
Les probabilités de transitions de hausse et de baisse situées au-dessus du nceud

central sont données par:
2n

eﬁATC(SnJrl,Hl’ Tn+1) - z }\'n,j(Fn,j - Sn+1,i+1)

j=i+l

pn,i =
}\’n,i (Sn+1,i+2 - Sn+l,i+1)
q. = I:n,i - pn,i (Sn+1,i+2 - Sn+l,i+l) - Sn+1,i+1
™ Sn+1,i - Sn+l,i+l

ou C(.) est la valeur du call a ce point, F désigne le prix forward donné par: F ; = SnyiebAt
pour I’état i et le pas n, et A, désigne le prix Arrow-Debreu actuel d’un actif qui
donne un revenu de 1$ a I’état i de la période n et 0 autrement. Plus précisément, les
prix Arrow-Debreu pour le prochain pas (n+1) se calculent comme suit:

Ponhan i=n+1
erfAl7\'n+1,i = pn,i—lx‘n,i—l + (1_ pn,i)%’n,i 1 < I sn+ 1
(- pn,0)7\’n,0 i=0

9. Frangois Racicot tient a remercier personnellement M. Eric Dubé, économiste financier, membre du
groupe de Clément Gignac a la Financiére Banque Nationale, pour ses conseils sur le sujet et les
nombreuses discussions qu’il a entretenues avec lui sur les méthodes numériques en général. Pour
rédiger cette section, nous nous sommes fortement inspirés de Haug (1998) et de Derman, Kani et
Chriss (1996). Pour une présentation récente du sujet, on consultera également Rebonato (2004),
chapitre 11.

10. L’espace-état correspond aux états de la nature suivants: hausse de prix, baisse ou prix stable, cela
pour une période donnée.
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C(.) est calculé en utilisant un arbre trinomial standard, comme cela apparait dans
notre programme.

Quant aux probabilités de transitions de hausse et de baisse'!, situées sous ou sur le
nceud central, elles sont données par:

I:n,i B qn,i (Sn+1,i+1 B Sn+1,i ) - Sn+1,i+1

S S

i-1

elfATP(Sn+l,i+1’ Tn+1) - z 7\‘n,j(Sn+1,i+1 - I:n,j)
=0

7\’n,i (Sn+l,i+l - Sn+1,i )

ou P(.) est la valeur du put a ce point (espace-état). Elle est obtenue en utilisant un
arbre trinomial standard, tel que cela est illustré dans notre programme. Ces équa-
tions, qui peuvent étre solutionnées numériquement, sont par la suite utilisées pour
calculer les probabilités de transition, les prix Arrow-Debreu et la volatilité locale
a chaque nceud. Il faut cependant s’assurer que ces probabilités sont situées dans
I’intervalle [0,1].

pn,i =

n+Li+2 ~ “n+li+l

qn,i =

Les probabilités de transition a chaque pas peuvent étre utilisées pour calculer
la volatilité locale implicite a ce point. Celle-ci est donnée par:

Chi = {[pn,i (Sn+1,i+2 -F )2 + (l_ Pni = dn,i )(Sn+1,i+1 -F )2 +0Q,,; (Sn+1,i -F )2 ]/( FozAt)}

12

ou FO = pn,iSn+l,i+2 + (1_ pn,i - qn,i)sn+1,i+1 + qn,iSn+l,i .

Prenons un exemple dont les détails se retrouvent au tableau 6.6. Soit le calcul
d’un call noté par C, S =100, X=90; T=0,5,rf=0,05;b=0,02; 0 =0,12; asym
=0,0004 et n le pas, n = 30. On obtient alors un prix pour le call égal a 11,10$ par
I’arbre trinomial implicite alors qu’avec 1’arbre trinomial simple, on obtient un prix
de 11,05$ pour le call européen'?.

11.  Pour plus de détails a ce sujet, voir: Racicot et Théoret (2004), p. 422-428.
12. Cet exemple est tiré de Haug (1998).
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TABLEAU 6.6  Calcul du prix d’un call par I’arbre trinomial simple et
I’arbre trinomial implicite

Prog par : F.-E. Racicot (2004/11/20) |
Arbre trinomial implicite de Derman, Kani et Chriss (1996),

Journal of Derivatives, vol. 3, n° 4, p. 7-22.
Indicateur. Selon les besoins, choisir entre les options suivantes : C: Call , P: Put,
A = Américaine, E=Européenne.
Arbre trinomial implicite Arbre trinomial simple
Indicateur : C AE E
S : prix de I'action 100 CallPut C
X : prix d'exercice 90 S 100
T : échéance 0,5 X 90
rf : taux sans risque 0,05 T 0,5
b 0,02 rf 0,05
volatilité : 0,12 b 0,02
Asym : asymétrie 0,0004 vol. 0,12
n 30 n 30
Valeur de I'actif 11,10 $ Valeur= 11,05 %

Le programme utilisé"® pour effectuer les calculs du tableau 6.6 se retrouve
au tableau 6.7.

TABLEAU 6.7  Programme Visual Basic (Excel)
de I’arbre trinomial implicite

Option Base 0

Public Function Arbretrinomial_implicite(Indicateur As String, S As Double, X As Double, T As
Double, rf As Double, b As Double, sig As Double, Asym As Double, n_pas As Integer)

‘Programme inspiré de Haug (1998) et adapté par FE. Racicot

Dim prixArrowDebreu() As Double, Volatilité_locale() As Double

Dim haut() As Double, bas() As Double

Dim ValeurOptionNceud() As Double

Dim dt As Double, u As Double, d As Double

Dim df As Double, Pi As Double, gi As Double

Dim Si1 As Double, Si As Double, Si2 As Double

Dim Sigmal As Double, Fj As Double, Fi As Double, Fo As Double

Dim somme As Double, valeuroption As Double

Dim i As Integer, j As Integer, n As Integer, z As Integer

ReDim ValeurOptionNoeud(n_pas*2) As Double

ReDim prixArrowDebreu(n_pas, n_pas*2) As Double

13. Ce programme est une adaptation treés rapprochée de Haug (1998).
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ReDim haut(n_pas-1, n_pas*2-2) As Double
ReDim bas(n_pas-1, n_pas*2-2) As Double
ReDim Volatilité_locale(n_pas-1, n_pas*2-2) As Double
dt=T / n_pas
u=Exp(sig*Sqr(2*dt))
d=1/u
df=Exp(-rf*dt)
prixArrowDebreu(0, 0)=1
For n=0 To n_pas-1
For i=0 To n*2
somme=0
Si1=S*u*Application.Max(i-n, 0)*d*Application.Max(n*2-n-i, 0)
Si=Si1*d
Si2=Si1*u
Fi=Si1*Exp(b*dt)
Sigmal=sig+(S-Si1)*Asym ‘ Fonction de smile linéaire
If i < (n*2) / 241 Then
For j=0 To i-1
Fj=S*u*Application.Max(j-n, 0)*d*Application.Max(n*2-n-j, 0)*
Exp(b*dt)
somme=somme-+prixArrowDebreu(n, j)*(Si1-Fj)
Next
valeuroption=Arbretrinomial(“E", “P”, S, Si1, (n+1)*dt, rf, b, Sigmal, n+1)
qi=(Exp(rf*dt)*valeuroption-somme) / (prixArrowDebreu(n, i)*(Si1-Si))
Pi=(Fi+qi*(Si1-Si)-Si1) / (Si2-Si1)
Else
valeuroption=Arbretrinomial(“E”, “C”, S, Si1, (n+1)*dt, rf, b, Sigmal,
n+1)
somme=0
For j=i+1 To n*2
Fi=S*u*Application.Max(j-n, 0)*d*Application.Max
(n*2-n-j, 0)*Exp(b*dt)
somme=somme-+prixArrowDebreu(n, j)*(Fj-Si1)
Next
Pi=(Exp(rf*dt)*valeuroption-somme) / (prixArrowDebreu(n, i)*
(Si2-Si1))
qi=(Fi-Pi*(Si2-Si1)-Si1) / (Si-Si1)
End If
‘Remplacement des probabilités négativement
If Pi<0OrPi>10rqi<00rgi>1Then
If Fi > Si1 And Fi < Si2 Then
Pi=1/ 2*((Fi-Si1) / (Si2-Si1)+(Fi-Si) / (Si2-Si))
qi=1/ 2*((Si2-Fi) / (Si2-Si))
Elself Fi > Si And Fi < Si1 Then
Pi=0.5*((Fi-Si) / (Si2-Si))
qi=0.5*((Si2-Fi) / (Si2-Si)+(Si1-Fi) / (Si1-Si))
End If
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End If
bas(n, i)=qi
haut(n, i)=Pi
‘Calcul des prix Arrow-Debreu
If n=0 Then
prixArrowDebreu(n+1, i)=qi*prixArrowDebreu(n, i)*df
prixArrowDebreu(n+1, i+1)=(1-Pi-qi)*prixArrowDebreu(n, i)*df
prixArrowDebreu(n+1, i+2)=Pi*prixArrowDebreu(n, i)*df
Elself n >0 And i=0 Then
prixArrowDebreu(n+1, i)=gi*prixArrowDebreu(n, i)*df
Elself n > 0 And i=n*2 Then
prixArrowDebreu(n+1, i)=haut(n, i-2)*prixArrowDebreu(n, i-2)*df+
(1-haut(n, i-1)-bas(n, i-1))*prixArrowDebreu(n, i-1)*df+qi*
prixArrowDebreu(n, i)*df
prixArrowDebreu(n+1, i+1)=haut(n, i-1)*prixArrowDebreu(n, i-1)*
df+(1-Pi-qi)*prixArrowDebreu(n, i)*df
prixArrowDebreu(n+1, i+2)=Pi*prixArrowDebreu(n, i)*df
Elself n >0 And i=1 Then
prixArrowDebreu(n+1, i)=(1-haut(n, i-1)-bas(n, i-1))*
prixArrowDebreu(n, i-1)*df+qi*prixArrowDebreu(n, i)*df
Else
prixArrowDebreu(n+1, i)=haut(n, i-2)*prixArrowDebreu(n, i-2)*
df+(1-haut(n, i-1)-bas(n, i-1))*prixArrowDebreu(n, i-1)*
df+qgi*prixArrowDebreu(n, i)*df
End If
Next
Next
‘Le programme donne une réponse qui est fonction de: Indicateur
‘Calcul du prix d'une option de d'achat (call) ou de vente (put) & I'aide de I'arbre trino-

mial implicite:
If Indicateur="C" Then
z=1
Elself Indicateur="P"” Then
z=-1
End If

For i=0 To (2*n_pas)
ValeurOptionNceud(i)=Application.Max(0, z*(S*u*Application.Max(i-n_pas, 0)
* drApplication.Max(n_pas-i, 0)-X))
Next
For n=n_pas-1 To 0 Step -1
For i=0 To (n*2)
ValeurOptionNoeud(i)=(haut(n, i)*ValeurOptionNoeud(i+2)+(1-haut(n, i)-bas(n, i))*Val
eurOptionNoeud(i+1)+bas(n, i)*ValeurOptionNoeud(i))*df
Next
Next
Arbretrinomial_implicite=ValeurOptionNoeud(0)

End Function
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Public Function Arbretrinomial(Indicateurameeuro As String, Indicateurcallput As String, S As
Double, X As Double, T As Double, rf As Double, b As Double, sig As Double, n As Integer) As
Double

‘Cette fonction calcule I'arbre trinomial. Prog. inspiré de Haug (1998) et adapté par F.E. Racicot

Dim valeuroption() As Double

Dim dt As Double, u As Double, d As Double

Dim pup As Double, pdown As Double, pmilieu As Double

Dim i As Integer, j As Integer, z As Integer

Dim df As Double

ReDim valeuroption(n®*2+1)

If Indicateurcallput="C" Then

z=1

Elself Indicateurcallput="P" Then

z=-1

End If

dt=T/n

u=Exp(sig*Sqr(2*dt))

d=Exp(-sig*Sqr(2*dt))

pup=((Exp(b*dt / 2)-Exp(-sig*Sqr(dt / 2))) / (Exp(sig*Sqr(dt / 2))-Exp(-sig*Sqr(dt / 2))))*2

pdown=((Exp(sig*Sqr(dt / 2))-Exp(b*dt / 2)) / (Exp(sig*Sqr(dt / 2))-Exp(-sig*Sqr(dt / 2))))*2

pmilieu=1-pup-pdown

df=Exp(-rf*dt)

For i=0 To (2*n)

valeuroption(i)=Application.Max(0, z*(S*u*Application.Max(i-n, 0)*d*Application.Max(n*2-n-i,
0)-X))

Next

For j=n-1To 0 Step -1
For i=0 To (j*2)

If Indicateurameeuro="E" Then
valeuroption(i)=(pup*valeuroption(i+2)+pmilieu*valeuroption(i+1)+pdown*
valeuroption(i))*df
Elself Indicateurameeuro="A" Then
valeuroption(i)=Application.Max((z*(S*uApplication.Max(i-j, 0)*d*Application.Max(j*2-j-i, 0)-X)),
(pup*valeuroption(i+2)+pmilieu*valeuroption(i+1)+pdown*valeuroption(i))*df)
End If
Next
Next
Arbretrinomial=valeuroption(0)

End Function
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5. QUELQUES APPLICATIONS DE LA TECHNIQUE DE L’ARBRE BINOMIAL
A LA FINANCE COMPUTATIONNELLE DES TITRES A REVENUS
FIXES : OPTIONS AMERICAINES SUR OBLIGATIONS AVEC COUPONS
ET OBLIGATIONS CONVERTIBLES

5.1. Option américaine sur une obligation avec coupons

La premicre étape pour déterminer le prix d’une option sur obligation consiste a
tracer 1’arbre binomial du taux d’intérét sur la durée de vie de 1’obligation. Il existe
plusieurs méthodes pour tracer cet arbre ; nous recourons a la technique proposée par
Black, Derman et Toy (1990). Cette technique vise a reproduire les prix observés des
obligations a coupon zéro selon les diverses échéances de méme que leur volatilité
respective par échéance. Supposons que 1’obligation sur laquelle est écrite 1’option que
nous voulons évaluer comporte une échéance de 3 ans. Le modéle de Black, Derman
et Toy nous a permis d’établir 1’arbre de taux d’intérét qui apparait a la figure 6.12.

FIGURE 6.12
19,6
14,28
10 < 13,67
9,77
9,54

La deuxi¢me étape consiste a calculer I’arbre binomial du prix de 1’obligation
avec coupons qui constitue le sous-jacent de 1’option. Supposons que 1’obligation ait
une échéance de 3 ans et qu’elle verse un coupon annuel de 10 %. Sa valeur nominale
est de 100$. Il y a deux fagons de tracer cet arbre. Black, Derman et Toy suggerent
de considérer chaque cash-flow annuel de 1’obligation comme une obligation a
coupon zéro. Tuckman'* suggére pour sa part d’additionner les coupons aux nceuds
ou ils sont versés et de poursuivre 1’actualisation dans 1’arbre. Examinons ces deux
méthodes tour a tour.

14. B. Tuckman (2002), Fixed Income Securities, John Wiley & Sons, New York.
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5.2. Technique de Black, Derman et Toy (BDT)

La méthode de BDT consiste a démembrer 1’obligation avec coupons en autant de
parties qu’elle comporte de cash-flows. Dans le cas qui nous intéresse, 1’obligation
avec coupons de 3 ans correspond a 3 obligations a coupon zéro. Le premier coupon
de 10$ est une obligation a coupon zéro de 1 an. Le deuxiéme coupon de 10$ est
une obligation a coupon zéro de 2 ans. La valeur nominale et le troisi¢me coupon,
soit 110§, constituent une obligation a coupon zéro de 3 ans. On construit les arbres
de ces trois obligations a coupon zéro, puis on les additionne.

Considérons d’abord 1’arbre du premier coupon de 10$ (figure 6.13).

FIGURE 6.13

10

9,048

10

Comme la probabilité de hausse des taux d’intérét est ici égale a la probabilité de
baisse, soit 50 %, ce prix se calcule comme suit a partir de ’arbre de taux de la
figure 6.12.

[0,5(10)+0,5(10) e *** = 9,048

Puis on passe a I’arbre de la deuxieéme obligation a coupon zéro (figure 6.14).

FIGURE 6.14

10

8,669

8,025

9,069

10
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A titre d’exemple, le cash-flow qui apparait a la période 1 dans 1’état 1 est calculé
comme suit, toujours a partir de I’arbre de taux de la figure 6.12:

[0,5(10)+0,5(10) e **** = 8,669

On construit finalement I’arbre constitué de la somme du troisiéme coupon et de la
valeur nominale (figure 6.15).

FIGURE 6.15

110

90,421
80,782 110

76,744 < 95,945
88,849 110

99,991
110

Puis on additionne les arbres donnés par les figures 6.13, 6.14 et 6.15 (figure 6.16):

FIGURE 6.16

110

100,421
99,451 110

93,817 < 105,945
107,918 110

109,991
110

Tous les nceuds de cet arbre comportent un intérét couru de 10$, sauf le premier. En
retranchant cet intérét couru, on obtient I’arbre binomial du prix de I’obligation de
3 ans (figure 6.17).
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FIGURE 6.17

100

90,421
89,451 100

93,817 95,945
97,918 100

99,991
100

5.3. Technique de Tuckman

Tuckman suggere une méthode plus rapide que celle de BDT pour construire 1’arbre
binomial de I’obligation avec coupons. La technique est simple. Elle consiste a actua-
liser les cash-flows de 1’obligation en rétrogradant dans 1’arbre et en prenant soin
d’ajouter les coupons aux nceuds ot ils sont versés. Cela n’exige que la construction
d’un seul arbre, ce qui simplifie de beaucoup la méthode de BDT.

Commencons par la fin de I’arbre, qui apparait a la figure 6.18.

FIGURE 6.18

100

100

100

100

Nous sommes a la période 3. Pour insérer les cash-flows de la période 2, nous ajoutons
le coupon de 10$ a chacun de ces nceuds et nous actualisons ces cash-flows a partir
des taux de la figure 6.12. Nous obtenons la figure 6.19.
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FIGURE 6.19

Par exemple, le cash-flow de la période 2 a 1’état 2 est égal a:
[0,5(100+10)+0,5(100 +10) ]e**** = 90,421

Pour établir les cash-flows de la période 1, on ajoute le coupon de 10$ & chacun des
nceuds de la période 2 et on poursuit 1’actualisation. On obtient la figure 6.20.

FIGURE 6.20

100

90,421
89,452 100

95,945
97,918 100

99,991
100

Par exemple, le cash-flow de la période 1 a 1’état 1 est égal a:
[0,5(90,421+10)+0,5(95,945+10) |e"***** = 89,452

Finalement, pour obtenir le prix de 1’obligation, on ajoute le coupon de 10 $ aux deux
nceuds de la période 1 et on procede a 1’actualisation. On en arrive a la figure 6.21.

FIGURE 6.21
100
90,421
89,452 100
93,318 < 95,945
97918 100
99,991

100
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Ce prix est égal a:
[0,5(89,452+10)+0,5(97,918 +10) Je *** = 93,818

Cet arbre du prix de I’obligation de 3 ans n’inclut pas 1’intérét couru. Il est
identique a celui de la figure 6.17 mais a été obtenu beaucoup plus rapidement. On
est également 2 méme de constater qu’a I’instar des dividendes pour les actions, les
coupons relevent le prix d’une obligation a coupon zéro.

5.4. Calcul du prix d’un call américain de 2 ans
écrit sur I'obligation de 3 ans

Nous voulons maintenant calculer le prix d’un call de 2 ans sur 1’obligation précé-
dente de 3 ans dont le prix d’exercice est de 95$. Comme ce call est américain, nous
devrons vérifier a chaque nceud s’il n’y a pas lieu d’exercer 1’option. Sa valeur a un
nceud sera donc égale a:

MAX(V,, V)

ou V,, représente la valeur de détention de 1’option, soit les cash-flows actualisés de
I’option a un nceud de 1’arbre, et Vi, la valeur intrinséque ou d’exercice de I’option
au méme nceud. Comme a 1’accoutumée, a la figure 6.22, nous débutons le calcul du
prix du call en commencant par la fin de 1’arbre. Dans la case supérieure d’un nceud,
nous indiquons le prix de 1’obligation a ce nceud tel que calculé a la figure 6.21 et
dans la case inférieure apparait le cash-flow final (payoff) de I’option, soit sa valeur
intrinseéque.

FIGURE 6.22

90,421
0

95,945
0,945

99,991
4,991

Puis nous reculons dans 1’arbre en actualisant les cash-flows de ’option. Situons-
nous a I’état 0 de la période 1. La valeur actualisée des cash-flows de 1’option a ce
nceud est de:

[0,5(0,945)+0,5(4,991) e "*"" = 2,692
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Mais comme le prix de ’obligation a ce nceud est de 97,918, la valeur d’exercice du
call a ce nceud est de:

97,918 - 95 =2,918

Comme la valeur d’exercice est plus élevée a ce nceud que la valeur de détention de
I’option, c’est la valeur d’exercice qui apparaitra a ce nceud, soit 2,918. La figure 6.23
donne I’arbre binomial global du call. Son prix est de 1,505 $. Le lecteur pourra vérifier
que si cette option était européenne, son prix serait de 1,402 $.

FIGURE 6.23

90,421
0

89,452
0,409 95,945
93,818 / 0,945

1,505 97,918
2,918 99,991
4,991

5.5. Obligation convertible

Une obligation convertible est une obligation qui peut étre convertie en actions a un
taux prédéterminé appelé «ratio de conversion». Par exemple, 1’obligation peut étre
convertie en deux actions de la société émettrice. L’émetteur peut également forcer
la conversion a un prix spécifié a I’avance. La valeur de 1’obligation convertible est
donc égale a:

max[ min(Q,.Q,).Q, ]

ol Q, est la valeur de I’obligation en I’absence d’exercice, Q,, sa valeur lors du
remboursement anticipé et Q,, sa valeur si elle est convertie.

A quel taux opérer I’actualisation des cash-flows de I’arbre binomial ? Si on
est certain que 1’obligation est convertie, on actualise au taux sans risque. Si elle
n’est pas convertie, il faut alors actualiser a un taux qui inclut la prime de risque de
I’émetteur. C’est pourquoi, dans I’arbre, on distinguera deux composantes : la valeur
de I’obligation convertible comme actions et la valeur de I’obligation convertible
comme obligation.
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Les obligations convertibles sont habituellement émises par de jeunes entre-
prises relativement risquées qui veulent abaisser le coupon de leurs émissions d’obli-
gations en émettant des obligations convertibles. Elles évitent aussi une trop grande
dilution de leur capital-actions en émettant des obligations convertibles plutét que
des actions. Les actions seront émises lors de la conversion, c’est-a-dire lorsque le
prix de I’action aura suffisamment augmenté.

Pour illustrer comment on valorise une obligation convertible, examinons
I’exemple suivant de Hull">. Une société émet une obligation convertible & coupon
z€ro qui versera 100$ a son échéance. L’échéance est de 9 mois. L’obligation est
remboursable par anticipation au prix de 1158.

L’action de la société cote présentement 50$. Sa volatilité est de 30 %. La
courbe du taux sans risque est horizontale a 10 % et celle des obligations de la société
est elle-méme horizontale a 15 %. Le ratio de conversion est de 2. On détermine comme
a I’accoutumée les parametres de 1’arbre binomial, que 1’on divise en trimestres :

U= e VAl = g030V0% _ 1167

d=i-—1 _o08607
u_ 11618
rAt
0=8 =9 05467
u—d

L’exercice débute par la construction de I’arbre du prix de ’action.

78,42 3
67,49
58,09 58,09 2
50 50
43,04 43,04 1
37,04
31,88 i=0
i=0 1 2 3

Commencons a construire I’arbre binomial de 1’obligation convertible a la
fin de I’arbre, 1a ou ses flux monétaires sont connus. Si ’obligation est exercée, sa
valeur comme obligation est alors nulle. Si elle ne 1’est pas, elle n’a aucune valeur
comme actions et I’on retient sa valeur comme obligation. On actualise ensuite ces
cash-flows selon la procédure spécifiée.

15. J. Hull (2004), Options, futures et autres actifs dérivés, Pearson Education, Londres.
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Dans la premiere case d’un nceud, nous entrons le prix de ’action a ce nceud.
Dans la deuxieme case apparait sa valeur comme actions ; dans la troisieéme, sa valeur
comme obligation et dans la quatrieme, nous entrons la somme des deux cases précé-
dentes, soit la valeur globale de 1’obligation convertible. Ces calculs pour la fin de
I’arbre sont les suivants:

78,42
156,84
0
156,84

58,09
116,18
0
116,18

43,04
0

100
100

31,88
0

100
100

Examinons le nceud (3,3). La valeur de conversion de 1’obligation est alors de
(78,42 x 2) = 156,84. La concession est nécessairement exercée et sa valeur comme
obligation est nulle. La valeur globale de I’obligation est donc de 156,84. Il en est de
méme au nceud (3,2). Au nceud (3,1), sa valeur de conversion est de 86,04 et celle-ci
n’est donc pas exercée, car sa valeur comme obligation est de 100. Le flux monétaire
découlant de la conversion est donc nul et la valeur globale de I’obligation est de 100.
Il en va de méme au nceud (3,0).

Nous rétrogradons maintenant dans ’arbre en actualisant les cash-flows
finaux.
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78,42

156,84

0

67,49 156,84
134,98

0 58,09

134,98 116,18

0

50 116,18
61,95

43,66 43,04

105,61 0

100

37,04 100
0

96,32 31,88

96,32 0

100

100

Situons-nous d’abord au nceud (2,2). Nous n’avons que deux flux monétaires
découlant de la conversion a actualiser. L’actualisation se fait donc au taux sans
risque:

[(156,84 x 0,546 7)+ (116,18 x 0,453 3) |e **** = 134,98

Au nceud (2,1), la composante actions et la composante obligation sont posi-
tives. La composante actions, qui se situe dans 1’état de hausse, est actualisée au taux
sans risque. La composante obligation, qui se situe dans 1’état de baisse, est actualisée
au taux risqué. On a, pour la composante actions:

(0,546 7x116,18)e *>** = 61,95
Et, pour la composante obligation:
(0,453 3x100)e"** = 43,66

La valeur de ’obligation convertible au nceud (2,0) est donc de: 61,95 + 43,66 =
105,61.

Au nceud (2,0), il n’y a que deux composantes obligations a actualiser:

[(100x 0,546 7)+ (100 x 0,453 3) e **** = 96,32
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Nous rétrogradons maintenant a la période 1.

78,42
156,84
0
67,49 156,84
134,98
0 58,09
58,09 134,98 116,18
116,18 0
0 50 116,18
116,18 61,95
43,66 43,04
43,04 105,61 0
33,03 100
65,05 37,04 100
98,08 0
96,32 31,88
96,32 0
100
100

A la période (1,1), la valeur actions de 1’obligation convertible est égale a:
[(134,98x 0,546 7)+ (61,95 % 0,453 3) |e % = 99,35
Et sa valeur comme obligation est de:
[(0%0,546 7)+ (43,66 x 0,453 3) |e %% =19,79

La valeur globale de 1’obligation convertible est donc de: 99,35 + 19,06 =
118,41. Comme cette valeur exceéde 115, I’émetteur exerce son option de rembour-
sement anticipé. Mais comme le détenteur a le loisir de la convertir en deux actions,
il se prévaut de son droit, ce qui lui rapporte 116,18 (2 x 58,09), soit un montant
supérieur a celui du remboursement anticipé.

En poursuivant ces calculs, on obtient 104,95 comme prix de 1’obligation
convertible. Si elle n’était pas convertible, elle vaudrait 100 x e >***" = 89, 36.
L’option de conversion est donc de: 104,95 — 89,36 = 15,59.
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78,42
156,84
0
67,49 156,84
134,98
0 58,09
58,09 134,98 116,18
116,18 0
50 0 50 116,18
76,55 116,18 61,95
28,4 43,66 43,04
104,95 43,04 105,61 0
33,03 100
65,05 37,04 100
98,08 0
96,32 31,88
96,32 0
100
100

On a supposé ici que I’obligation ne comporte pas de coupons. Si elle comporte
des coupons, on suppose d’abord a chaque nceud que I’obligation convertible est une
obligation et on inclut dans la composante obligataire la valeur actuelle des coupons
payables a I’étape suivante.

Damodaran'® propose une autre procédure pour évaluer les options convertibles.
L’avantage de sa méthode en regard de la précédente est qu’elle prend en compte la
dilution du capital-actions de I’entreprise qui se produira lorsque les obligations de
I’entreprise seront converties. Toutes choses égales d’ailleurs, il s’ensuivra alors une
baisse du prix de I’action de la société qui a émis les obligations convertibles. Par
ailleurs, pour calculer la prime de conversion, Damodaran recourt a la formule de
Black et Scholes. 11 suppose donc que I’option de conversion est européenne alors
qu’elle est a tout le moins bermudéenne'’. De plus, on ne suppose pas de rembour-
sement anticipé lors de cet exercice.

Une société émet 100 000 obligations convertibles dont 1’échéance est de
7,5 ans. Leur valeur nominale est de 1 000$ et chacune peut étre convertie en
25,32 actions de la société. Le taux du coupon de I’obligation est de 5,75 %. Les
obligations non convertibles de la société ont un rendement de 9 %. Au moment de
I’émission, le prix de I’action est de 32,5 $ et la volatilité de leur taux de rendement est
de 50 %. Toujours au moment de I’émission, le capital-actions de la société comptait

16.  A. Damodaran (1996), Investment Valuation, John Wiley & Sons, New York.
17. C’est-a-dire qu’elle ne peut étre exercée qu’a des moments bien précis.
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47,35 millions d’actions. L’exercice des obligations convertibles se traduira par un
ajout de 2,532 millions d’actions (100 000 x 25,32 actions). Le taux de rendement
du dividende de 1’action est de 3 %.

Si I’obligation convertible ne 1’avait pas été (straight bond) et qu’elle avait
eu un coupon de 5,75 % assortie d’un rendement de 9 %, sa valeur comme obligation
aurait alors été de:

15
2 28,75 1000 _825.48$

t + 15
= (1,045)  (1,045)
Les versements des coupons sont en effet semestriels. Chaque coupon vaut:

M x1000=28,75$%. Il s’agit ici d’une annuité de 15 semestres.

Pour calculer 1’option de conversion, on fait appel a la formule du prix d’un
call européen de Black et Scholes. Identifions les arguments de ce call. Le prix de

1002 =39,49%. La

I’action est de 32,50 8. Le prix d’exercice de I’option est de:
volatilité du rendement de 1’action est de 0,5. L’échéance de ’option est de 7,5 ans
et le taux sans risque est de 7,75 %. Le taux de rendement du dividende est de 3 %.
En substituant ces valeurs dans 1’équation de Black et Scholes, on obtient une valeur
de 14,17 $ pour le call. Pour corriger I’effet de dilution, on se sert du facteur de dilu-
tion, qui est égal au rapport du nombre d’actions en circulation avant la conversion
. R . . 47,35
et du nombre de ces actions apres la conversion, soit: ——————— =0,949.
47,35+ 2,532

Apres correction de I’effet de dilution, le prix du call est donc de: 14,17 % 0,949 =13 ,45.
La prime globale de conversion par obligation convertible est donc de: 13,45 x 25,32 =
340,55. Par conséquent, la valeur de 1’obligation convertible est de:

825,48 + 340,55 =1 166,03

Déterminons la valeur de I’option de conversion dans le cadre de I’exemple
précédent de Hull en recourant a la méthode de Damodaran. Le prix de I’action était
de 508. Le prix d’exercice se situait a 100 / 2 = 50 $. La volatilité du rendement de
I’action s’établissait a 30 %. L’échéance de 1’option était de 9 mois et le taux sans
risque cotait 10 %. En substituant ces données dans I’équation de Black et Scholes,
le prix du call est de 6,99 8. La prime de conversion est alors de 13,98 $, sans tenir
compte de ’effet de dilution, contre 15,59$ en recourant a la méthode de Hull.
Certes, le calcul de Hull suppose que I’option de conversion est américaine, ce qui
lui assure une plus-value en regard de I’option européenne. Par contre, Hull suppose
un remboursement anticipé prévu par 1’émetteur, ce qui plafonne la valeur de 1’obli-
gation convertible.
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Wilmott'® recourt directement & une équation différentielle stochastique pour
fixer le prix d’une obligation convertible. Supposons que celle-ci soit a coupon zéro.
La valeur de I’obligation convertible (V) dépend alors du prix de 1’action (S) et du
temps (t), c’est-a-dire:

V=V(St)

Reprenons ’analyse de Black et Scholes en constituant un portefeuille (II) composé
d’une obligation convertible et d’une position a découvert de A actions. On recourt
au lemme d’It6 pour déterminer I’équation différentielle de ce portefeuille:

2
dr1 =a—th+a—VdS+lczsza—\2’dt—Ads
at  9s 2 S

Pour éliminer le risque de ce portefeuille, on fixe comme a I’accoutumée le
delta au niveau suivant:

AV
0S

Comme I’option est américaine, on obtient 1’inégalité suivante qui dit que le
rendement du portefeuille est au plus celui du taux sans risque:

2
a—th+1cszsza—\2/dt+ rSa—V— V<0
ot 2 S 0S

En supposant que la valeur nominale de 1’obligation soit de 13, la valeur finale de
I’obligation est de:

V(S t)=1
Puisque I’obligation peut étre convertie en n actions, on a la contrainte :
V =nS
En I’absence de risque de crédit, on a les conditions aux bornes suivantes:
V(S,t)=nS S—
V(0,t)=e™

c’est-a-dire que lorsque le prix de I’action est important, I’obligation convertible
se comporte comme le sous-jacent et lorsque le prix de I’action est faible, I’obliga-
tion convertible se comporte comme une obligation ordinaire, comme [’illustre la
figure 6.24.

18.  P. Wilmott (1998), Derivatives, John Wiley & Sons, New York.
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FIGURE 6.24  Evolution du prix de ’obligation convertible
en fonction du prix de ’action

Prix obligation

Prix action

Dans le raisonnement précédent, on supposait que 1’action ne verse pas de
coupons et que 1’action ne comporte pas de dividendes. A ce moment-13, I’obligation
convertible ne sera jamais exercée avant 1’échéance de I’obligation, a I’instar d’un
call écrit sur une action ne versant pas de dividendes. Mais si 1’action sous-jacente a
I’obligation convertible verse des dividendes, alors la valeur de 1’obligation conver-
tible finira pas atterrir en douceur sur la ligne de la valeur intrinseéque et il y aura
alors conversion.

Le fait que la valeur de 1’obligation convertible ne réagit pas au prix de
I’action en deca d’un certain seuil peut €tre contestable. En effet, la baisse du prix
de I’action peut signaler une probabilité de plus en plus importante de faillite pour
I’entreprise. On introduit alors le risque de crédit dans 1’analyse. La valeur de 1’obli-
gation convertible s’amenuiserait donc de plus en plus au fur et 2 mesure que 1’action
se dévaloriserait.
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RESUME

Dans ce chapitre, nous avons pu constater que 1’arbre binomial est une méthode
numérique trés simple pour calculer les prix de produits dérivés. En fait, I’arbre
binomial donne une approximation de 1’espérance des flux monétaires actualisés de
I’option dans un univers neutre au risque. Nous savons que cette espérance constitue
le prix d’un produit dérivé. Dans le chapitre ayant trait a I’exercice prématuré d’une
option américaine, nous verrons comment on peut modifier le programme de I’arbre
binomial pour y intégrer 1’option d’exercice prématuré de méme que les dividendes
versés par le sous-jacent. Nous serons en mesure de constater que 1’arbre binomial
s’ajuste tres bien a ces nouvelles donnes. Par ailleurs, ce chapitre a également présenté
I’arbre trinomial, qui est de nature a reproduire des processus stochastiques plus
complexes que le mouvement brownien géométrique. Il peut en effet dupliquer des
processus Ornstein-Uhlenbeck et des processus de diffusion avec sauts. Qui plus est,
le processus de convergence semble plus efficace du c6té de I’arbre trinomial que de
celui de I’arbre binomial.
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CHAPITRE

7

LA SIMULATION DE MONTE CARLO

Depuis son incorporation par Boyle (1977) dans la panoplie des outils de la finance
computationnelle, la simulation de Monte Carlo n’a cessé de gagner en popularité
comme méthode de calcul de prix d’options de plus en plus perfectionnée et comme
instrument de gestion des risques. Elle se caractérise par sa treés grande souplesse et
par sa capacité de traiter un probléme en plusieurs dimensions.

Le calcul du prix d’une option revient a la solution d’une équation différentielle.
Mais comme le stipule le théoreme de Feynman-Kac, une équation différentielle peut
étre représentée par une espérance mathématique. Or, qui dit espérance mathématique
dit intégrale. Et c’est justement I’'une des principaux objectifs de la simulation de
Monte Carlo que d’estimer une intégrale. On comprend dés lors le lien tres étroit qui
existe entre les prix des produits dérivés et la simulation de Monte Carlo.

Le but du présent chapitre est d’examiner de facon détaillée les principaux
aspects de I'utilisation de la simulation de Monte Carlo en finance computation-
nelle et de fournir des programmes écrits en Matlab et en Visual Basic congus de
maniére a maitriser ces aspects. Nous introduirons d’abord ces méthodes en suivant
la démarche adoptée par Boyle dans son article de 1977. Puis nous verrons comment
la performance de la simulation de Monte Carlo peut étre améliorée en recourant a
plusieurs techniques: variables antithétiques, variables de contrdle et séquences de
nombres pseudo-aléatoires.

1. LES ASPECTS GENERAUX DE LA SIMULATION DE MONTE CARLO

Nous savons que la solution de Black et Scholes au calcul du prix d’une option d’achat
européenne passe par la solution de 1’équation différentielle suivante :

TG, i

LgEpER +1S—=-rC=0
0S

| ) 052
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avec comme condition terminale :
C(T.8)=(s(T)-K)’

Selon le théoréme de représentation de Feynman-Kac, qui établit I’équivalence
entre une équation différentielle et une espérance mathématique, si C est une solution
a ce systeme d’équations, on peut alors exprimer cette solution comme une espérance
du payoff final de 1’option, c’est-a-dire :

c=e"YE[C(T,S)]

ol EQ, est I’opérateur d’espérance dans un univers neutre au risque. C(T,S), le payoff"
de I’option d’achat, est une variable aléatoire. Ce sont Cox et Ross (1976) qui furent
les premiers a faire le lien entre le théoréme de représentation de Feynman-Kac et le
prix d’un call vu comme une espérance.

Or, une espérance est une intégrale. Pour une variable aléatoire X, son espé-
rance se calcule comme suit:

E(X)= jxf(x)dx
Par ailleurs, on calcule I’espérance d’une fonction g(y) comme suit:

E(9(y) = [a(y)F(y)dy

ou j f(y)dy =1.

Soit E[g(y)] =7 . On veut trouver une estimation g de @, ce dernier étant
inconnu. On recourt pour ce faire a la simulation de Monte Carlo. L’évaluation d’in-
tégrales est la principale utilisation de la simulation de Monte Carlo en finance. En
effet, on peut représenter les prix d’options comme suit:

Prix d’options = E°(.) = J()

En temps continu, une espérance est une intégrale. En temps discret, c’est une
moyenne. C’est cette moyenne que vise a calculer la simulation de Monte Carlo.
Elle deviendra un estimateur du prix d’une option. Au tableau 7.1, on identifie les
principales étapes du calcul de @, soit I’estimateur de @, a ’aide de la simulation
de Monte Carlo.

1. Rappelons que le terme payoff désigne le cash-flow de I’option a 1’échéance de celle-ci. Comme
nous ne connaissons pas le prix de I’action a I’échéance de I’option, le payoff est donc une variable
aléatoire.
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TaBLEAU 7.1  Calcul de g par la simulation de Monte Carlo

Etape 1 Par la simulation de MC, on génére au hasard des réalisations de y: y,, Y,,...,Y,-
Etape 2 Chacune de ces réalisations donne une valeur a g(y).
p T a
Etape 3 L'estimation de I'intégrale qui résulte de la simulation est de: g = —Zg(yi)
i=1
Etape 4 On peut évaluer la précision de cette estimation en calculant $ (déviation standard):
2
1 n
S= 2 g(yi) - g

[EEY

n-1\i| —— -
une itération N itérations

Asymptotiquement, ¢’est-a-dire quand n — oo, la distribution suivante tend vers une
normale :

g-7
——F—=aN(0,1
sz oY
L’intervalle de confiance de I’estimateur g est donc de:

S
n-1

§o,

ol o est la valeur critique.
En ce qui nous concerne, g est un estimateur du prix d’une option.

Pour illustrer les développements précédents, nous allons évaluer le prix d’un
call européen asiatique en recourant a la simulation de Monte Carlo. Le payoff d’une
telle option est de: (S - X)+ ,ou S estlamoyenne du prix du sous-jacent calculée sur
la durée de vie de I’option. L’ option asiatique dépend donc du sentier suivi par I’action
jusqu’a I’échéance de I’option. On dit en anglais qu’elle est path-dependent.

Le prix de I’option asiatique est égal a I’espérance risque-neutre suivante :
c(ts)=e"™E[(S-X)']

EQ étant une intégrale, on I’évalue par la simulation de Monte Carlo. En termes discrets,
le prix de I’option se ramene a I’expression suivante, qui est directement calculable
par la simulation de Monte Carlo:

& [ZCF_(T)]X o0

it N
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n étant le nombre d’itérations de la simulation et CF(T): [S;(T)- K], ot S;(T) est

la moyenne des prix de I’action lors de I’itération i, qui est une variable aléatoire.
Pour effectuer la simulation, on se donne d’abord une représentation lognor-

male du prix de ’action:

(r—%oz JAt+G\/EE

Sui=35e

(D

ol €~ N(0,1). L’équation (1) est la solution du mouvement brownien géométrique
suivant supposé pour le prix de I’action dans I'univers risque-neutre :

dS = rSdt + 6Sdz
ou dz= ex/a

Les étapes du calcul du prix d’un call européen asiatique par la méthode de
la simulation de Monte Carlo sont les suivantes:

. . . T o
1. Diviser la durée T de 1’option en m pas At=—. At est défini sur une
m
base annuelle puisque tous les parameétres du call sont exprimés sur une
base annuelle.

2. Générer un premier nombre aléatoire € et calculer S, a partir de S,
(connu).

3. Générer de facon séquentielle d’autres variables aléatoires et les substituer
dans (1).

4. On obtient en bout de piste une trajectoire (path) de S.

On calcule alors sa moyenne sur la trajectoire :

35,
m

5. On calcule le cash-flow final de I’option asiatique pour cette trajectoire :
CF=(5-K)

On effectue N itérations de la sorte (N doit étre important pour réduire
§ autant que possible) et on obtient un cash-flow respectif pour chaque
itération.

6. On obtient finalement le prix du call asiatique:

. N CF.
C — e—r(T—t) ~i
2N
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L’écart-type de cette estimation est le suivant.

ou C, =e™ICF,, i symbolisant I’itération.

Cet écart-type est inapproprié pour évaluer la performance d’une simulation de
Monte Carlo orientée vers le calcul du prix d’une option. En effet, les payoffs d’une
option n’obéissent pas a une distribution normale. Pour pallier a ce probleme, nous
reprendrons un grand nombre de fois la méme simulation. La distribution des résultats
devrait tendre vers la normale. Nous calculerons la moyenne des résultats, qui devrait
étre centrée sur le prix effectif de I’option, de méme que I’écart-type. Nous serons
alors a méme de juger de la performance de la simulation effectuée.

Nous voulons valoriser un call asiatique européen dont les spécifications se
retrouvent au tableau 7.2. Le tableau 7.3 fournit un programme écrit en Visual Basic
de nature a évaluer le prix d’une option asiatique (call ou put). Quand il s’agit d’un
call, comme dans le cas présent, la variable iopt prend la valeur 1. Et lorsqu’il s’agit
d’un put, la valeur (-1) lui est attribuée. Les parameétres du call asiatique se retrouvent
au tableau 7.2.

TABLEAU 7.2
S 80
85
T 1an
Rf 0,05
Q 0
(o 0,2

Nous fixons dans un premier temps le nombre de pas a 100 et le nombre
d’itérations, également a 100. Nous obtenons un prix de 1,47 $ pour le call européen
asiatique dont les spécifications apparaissent au tableau 7.2. Nous effectuons, a 1’aide
d’une boucle ajoutée au programme du tableau 7.3, 100 simulations additionnelles.
L’histogramme des simulations, de méme que les principales statistiques, sont réper-
toriés a la figure 7.1.
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TABLEAU 7.3  Simulation de Monte Carlo
pour calculer le prix d’une option asiatique

Sub simopt( )

Range(“d4:iv6000”).ClearContents
Range(“option1”).ClearContents

Dim iopt1, s1, x1, rf1, g1, t1, sigma1, nsimg1, pas
Dim rnmutg, sigtg, sumg, randnsg, S1g, payofflg, sigsum, sigmoyenne
Dim i As Integer

Dim j As Integer

iopt1=1

s1=80

X1=85

rf1=0.05

q1=0

t1=1

sigma1=0.2

pas=100

nsimg1=100
rnmutg=(rf1-q1-0.5*sigma1A2)*(t1 / pas)
sigtg=sigma1*Sqr(t1 / pas)

sumg=0

For i=1 To nsimg1

S1g=s1

sigsum=0

For j=1 To pas

Randomize
randnsg=Application.NormSInv(Rnd)
S1g=S1g*Exp(rnmutg+randnsg*sigtg)
Range("prix1”).0ffset(j-1, i-1)=S1g
sigsum=sigsum+S1g

Next j

sigmoyenne=sigsum / pas
Range(“prix”).0ffset(i-1, 0)=sigmoyenne
payoffig=Application.Max(iopt1*(sigmoyenne-x1), 0)
Range(“cash”).0ffset(i-1, 0)=payofflg
sumg=sumg+payofflg

Next i

option1=Exp(-rf1*t1)*sumg / nsimg1
Range(“option1”).Value=option1

End Sub
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FIGURE 7.1 Histogramme des simulations

Series: ITER100
Sample 1 100
Observations 100

Mean 2,473247
Median 2,476225
Maximum 3,626531
Minimum 1,385215

Std. Dev. 0,456563
Skewness 0,066643
Kurtosis 2,716794

Jarque-Bera  0,408211
Probability 0,815376

Source : EViews.

Comme on peut le constater a la figure 7.1, la moyenne des simulations est de
2,47, ce qui est trés rapproché du prix effectif du call asiatique, ¢’est-a-dire 2,48 $.
La simulation que nous avons effectuée antérieurement et qui lui assignait un prix de
1,47 $ était donc bien loin de la marque. A hauteur de 0,45, I’écart-type des simula-
tions est important. La statistique Bera-Jarque indiquant que la distribution des prix
de I’option s’avere normale, 1’intervalle pour un niveau de confiance de 95 % du prix
de I’option est de:

2,47 +(1,96)(0,45) = 2,47 + 0,88

L’intervalle de confiance du prix de I’option est déraisonnablement €levé puisqu’il
s’étire de 1,59% a 3,35$. Le résultat obtenu d’une simulation n’est donc pas fiable
pour un nombre d’itérations de 100.

Une facon de réduire I’intervalle de confiance du prix de I’option est d’ac-
croitre le nombre d’itérations. Nous avons refait les 100 simulations en augmentant
le nombre d’itérations de 100 a 1 000. Les résultats des simulations sont compilés a
la figure 7.2.

On remarque a la figure 7.2 que la distribution des simulations avec 1 000
itérations est mieux centrée sur le prix théorique du call asiatique, a hauteur de 2,48 $,
que la distribution qui correspond a 100 itérations (figure 7.1). On note également
a la figure 7.2 que I’écart-type des simulations s’est beaucoup réduit en augmentant
le nombre de simulations de 100 a 1 000 puisqu’il est passé de 0,45 a 0,15. Cette
réduction était anticipée, car lorsque le nombre d’itérations est de 100, la racine carrée
de la somme des erreurs au carré est divisée par V100 lors du calcul de Iécart-type,
tandis que lorsque le nombre d’itérations est de 1000, le diviseur est de /1000
Mais encore la, I’intervalle de confiance du prix de I’option se révele trop important.
Pour le réduire davantage, on peut encore une fois augmenter le nombre d’itérations,
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mais ces opérations finissent par consommer beaucoup de temps. Les sections qui
suivent envisagent diverses techniques aptes a réduire cet intervalle dans un laps de
temps raisonnable.

FIGURE 7.2 Résultats des simulations

Series: ITER100
Sample 1 100
Observations 100

Mean 2,489623
Median 2,4771M
Maximum 2,842075
Minimum 2,098875
Std. Dev. 0,155529
Skewness 0,050756
Kurtosis 2,729407

Jarque-Bera  0,348022
Probability 0,840288

2.125 2.250 2.375 2.500 2.625 2.750

Source: EViews.

Nous pouvons également transposer les programmes précédents en langage
Matlab. Pour ce faire, nous emprunterons nos fonctions a Brandimarte (2002). Ces
fonctions apparaissent au tableau 7.4. La fonction Asia calcule le prix d’une option
asiatique. Elle fait appel a la fonction SentierBrownien qui génere les scénarios du
prix du sous-jacent.

Calculons la valeur du call asiatique précédent en nous servant des commandes
Matlab avec, dans un premier temps, 1 000 itérations. Nous écrivons dans la fenétre
des commandes du logiciel Matlab:

tic,P=Asia(80,85,0.05,1,0.2,100,1000),toc,
P=
2,5260
elapsed_time=
0,3010

La valeur calculée pour le prix du call asiatique est donc de 2,52 $. Nous

savons que sa vraie valeur est de 2,48 $. Nous pouvons nous conforter en effectuant

10 millions d’itérations, ce qui dépasse certes les capacités de Visual Basic (Excel).
Le résultat correspond a nos attentes :
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tic,P=Asia(80,85,0.05,1,0.2,100,170000000),toc,
P=
2,4847
elapsed_time=
860.1670

TaBLEAU 7.4  Fonctions Matlab du calcul du prix d’une option asiatique

function [prix,c]=Asia(S0,X,r.t,sigma,Npas,Niter)

profit=zeros(Niter,1);

for i=1:Niter
Sentier=SentierBrownien(S0,r,t,sigma,Npas,1);
profit(i)=max(0,mean(Sentier(2:(Npas+1)))-X);
end

[prix,a,c]=normfit(exp(-r*t)*profit);

function Sentier=SentierBrownien(S0,r.t,sigma,Npas,Niter)

dt=t/Npas;

rdt=(r-0.5*sigman2)*dt;

sidt=sigma*sqrt(dt);
Increments=rdt+sidt*randn(Niter,Npas);
LogSentier=cumsum([log(S0)*ones(Niter,1),Increments],2);
Sentier=exp(LogSentier);

Le résultat s’est affiché apres 14 minutes, ce qui est relativement rapide étant donné
le nombre d’itérations demandé.

2. LES VARIABLES ANTITHETIQUES?

La technique des variables antithétiques est, parmi la panoplie des techniques de
réduction de la variance, la plus simple. Définissons des variables aléatoires dites
antithétiques (opposées) dont la corrélation est de —1. C’est-a-dire que pour chaque
scénario du prix de I’action, on aura les deux équations suivantes:

s S (r—%GZ )At+<5€«/§
=Se

t+At

s S (r—%GZ )At—cs«/ﬁ
=Se

t+At

2. Cette section s’inspire directement de Racicot et Théoret (2004), chapitre 1.
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La méme variable aléatoire € est d’abord introduite avec un signe positif pour
calculer S, puis avec un signe négatif. Il en résulte une corrélation de (—1) entre les
deux mouvements browniens, ce qui accélére, pour un nombre d’itérations donné, la
convergence vers le vrai prix de I’option. Le tableau 7.5 fait état de k simulations de
Monte Carlo pour un call européen avec variables antithétiques.

TABLEAU 7.5 Programme Visual Basic de k simulations de Monte Carlo
du prix d’un call asiatique avec variables antithétiques

Sub simopt( ) For i=1 To nsimg1
‘Simulation de Monte Carlo pour calculer le prix g;gizl
d’une option asiatique si g"s;ml—o
‘Range(”d4:iv6000”).ClearContents 'g -
sigsum2=0

‘Range(“option1”).ClearContents

Dim iopt1, s1, x1, rf1, g1, t1, sigma1, nsimg1, pas

Dim rnmutg, sigtg, sumg, randnsg, S1g, payoffig,
sigsum, sigmoyenne

Dim i As Integer

Dim j As Integer

For j=1 To pas
randnsg=Application.NormSInv(Rnd)
S1g=S1g*Exp(rnmutg+randnsg*sigtg)
‘Range(“prix1”).0ffset(j-1, i-1)=S1g
sigsum1=sigsum1+S1g
S2g=S2g*Exp(rnmutg-randnsg*sigtg)

_Randomlze sigsum2=sigsum2+S2g
iopt1=1 .
Next j

s1=80 . .
X185 sigmoyennel=sigsum1 / pas
rﬂ_—O 05 ‘Range(“prix”).0ffset(i-1, 0)=sigmoyenne

1__0' sigmoyenne2=sigsum2 / pas
;‘1 . payofflg=0.5*Application.

. Max(iopt1*(sigmoyenne1-x1), 0)+0.5*Appli-
sigma1=0.2 . el

cation.Max(iopt1*(sigmoyenne2-x1), 0)

pas=100 ‘Range(“cash”).0ffset(i-1, 0)=payoffig
nsimg1=100 ' '

sumg=sumg+payoffig

Next i

option1=Exp(-rf1*t1)*sumg / nsimg1
Range("histo5").0ffset(k, 0)=option1
Next k

End Sub

rnmutg=(rf1-q1-0.5*sigma142)*(t1 / pas)
sigtg=sigma1*Sqr(t1 / pas)

For k=1 To 100

sumg=0

Comme on le remarque a la lecture du tableau 7.5, a chaque itération, on calcule
la moyenne du prix de 1’action des scénarios obtenus a partir des deux variables
antithétiques. Le payoff de I’option d’une itération est la moyenne des deux payoffs
obtenus a partir des deux variables antithétiques. Cela accélere la convergence vers
le vrai prix de ’action.

La figure 7.3 relate les résultats de 100 simulations du prix du call asia-
tique lorsque ’on recourt aux variables antithétiques. Chaque simulation comporte
100 itérations et 100 pas.



La simulation de Monte Carlo 229

FIGURE 7.3
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Series: ITER100PAS100
Sample 1 100
Observations 100

Mean 2,471307
Median 2,512031
Maximum 3,058848
Minimum 1,844725
Std. Dev. 0,271140
Skewness -0,181771
Kurtosis 2,522550

Jarque-Bera 1,500508
Probability = 0,472247

I O B O R B Y O B O B O N O Y B
1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0

Source: EViews.

On constate que, bien que la moyenne soit la méme que celle obtenue sans
variables antithétiques, 1’écart-type des simulations s’est abaissé de 0,45 a 0,27
lorsque I’on passe de simulations sans variables antithétiques a des simulations avec
variables antithétiques pour un méme nombre d’itérations de 100, ce qui prend acte
de la performance de la méthode des variables antithétiques. Mais un nombre d’ité-
rations de 100 n’est pas encore suffisant, I’intervalle de confiance du prix de 1’option
étant encore trop élevé.

Nous augmentons donc le nombre d’itérations pour chaque simulation a 1 000.
La figure 7.4 fait état des résultats obtenus.

Comme on le note a la figure 7.4, I’écart-type des simulations, a hauteur de
0,08, est pratiquement réduit de moiti€ en regard des simulations qui ne font pas appel
aux variables antithétiques, et ce, pour le méme nombre d’itérations, soit 1 000. Par
ailleurs, ’augmentation du nombre de pas n’améliore pas les résultats.

La figure 7.5 montre comment le prix du call asiatique converge vers sa
valeur théorique en fonction du nombre d’itérations dans deux situations: 1’une avec
variables antithétiques et I’autre, sans variables antithétiques. La figure révele que
les fluctuations du prix de ’option en regard de son prix théorique sont beaucoup
plus faibles lorsque 1’on recourt a des variables antithétiques. Mais méme apres
5 000 itérations, le risque d’erreur n’est pas négligeable méme si on fait appel a des
variables antithétiques pour réduire la variance des simulations.
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FIGURE 7.4

Series: ITER100PAS100
12 Sample 1100
Observations 100

Mean 2,483627
Median 2,491924
Maximum 2,694837
Minimum 2,277324
Std. Dev. 0,089858
Skewness -0,146602
Kurtosis 2,657132

Jarque-Bera 1,848030
Probability  0,654414

Source: EViews.

FIGURE 7.5
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3. LA TECHNIQUE DES VARIABLES DE CONTROLE?

La technique des variables de controle* est une autre méthode pour réduire 1’écart type
d’une simulation de Monte Carlo. Formellement, une variable de contrdle®, que nous
désignons par cv, doit étre corrélée positivement avec V, la valeur de ’actif contin-
gent que nous voulons estimer. Cependant, E(cv) doit étre égal a zéro. Construisons
le portefeuille suivant V', ou V est le prix de I’actif contingent que nous voulons
évaluer:

V'=V-Bev+E

3. Cette section s’inspire directement de Racicot et Théoret (2004), chapitre 1.
Control variate, en anglais.
5. Ace sujet, on consultera James et Webber (2000).



La simulation de Monte Carlo 231

V' est assimilable a un portefeuille couvert au sein duquel cv sert d’instrument de
couverture pour V. Mais cette couverture est imparfaite, de telle sorte que 1’équation
incorpore un terme d’erreur & Plutdt que de simuler directement la valeur de V, nous
simulons la valeur de V' pour calculer la valeur de V. Nous avons:

E(V') = E(V)

E(cv) étant égal a 0, par hypothese. Nous pouvons par conséquent approcher la valeur
de V en recourant au portefeuille V'. La variance de V' est de:

03' = 6\2/ - 2l‘))cv,cv + Bzciv (2)

Etant donné que Iutilisation de cv est censée réduire la variance de la simu-
lation, il est approprié de rechercher le B qui minimise .. En dérivant la derniére
équation par rapport a 3 et en égalant le résultant a 0, on obtient:

~
p="% 3)
cv

A I’évidence, ce béta s’assimile a ’estimateur des moindres carrés ordinaires (MCO)
d’une régression de V sur cv. Clewlow et Strickland (1997)° recourent a cette méthode
d’estimation pour €valuer la sensibilité de V a cv. En substituant I’équation (3) dans
I’équation (2) et en écrivant le résultat en termes de la corrélation p entre V et cv,
ona:

oy =0y (1-p°)

En vertu de cette équation, la variance de la simulation est reliée négativement
a la corrélation entre la valeur du bien contingent et la variable de contréle. A la
limite, cette corrélation est de 1. Nous sommes alors en présence d’une couverture
parfaite et I’erreur standard de la simulation est nulle. Une bonne variable de contréle
doit par conséquent entretenir une forte corrélation avec le bien contingent que nous
voulons évaluer.

Le concept de variable de contrdle est si important en finance que nous nous
devons de I’illustrer par quelques exemples’. Le premier concerne la détermination du
prix d’une option d’achat asiatique arithmétique, dont il a été question dans la section
précédente. Le flux monétaire a I’échéance (payoff) de cette option est le suivant:

payoff = (§aT - X)+

6. L. Clewlow et C. Strickland (1997), «Monte Carlo Valuation of Interest Rate Derivatives under
Stochastic Volatility », Journal of Fixed Income, p. 35-45.

7. Ace sujet, on consultera: Clewlow et Caverhill (1994), Boyle (1977), James et Webber (2000),
Clewlow et Strickland (1998 ; 1997).
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S,; étant la moyenne arithmétique du sous-jacent calculée sur la durée de vie de
I’option selon une regle spécifique. I n’existe aucune solution analytique pour le
call asiatique arithmétique, mais il en existe une pour sa version géométrique, dont
le prix est évidemment tres corrélé avec celui de I’option arithmétique. Nous pouvons
exploiter cette relation pour créer une variable de contréle. N’oublions pas qu’une
variable de contrdle est un portefeuille couvert en finance. Ce portefeuille est constitué
d’une position en compte (long) dans le call arithmétique et d’une position a découvert
(short) dans le call géométrique. Nous avons:

A=A-(Bxcv)

oll A est le portefeuille qui sert a calculer le prix du call arithmétique et A, la valeur
simulée du call arithmétique. La variable de contrdle choisie cv est de (G-G),ouG
est la valeur simulée du call géométrique calculée en recourant aux mémes variables
aléatoires que celles qui sont utilisées dans le cas du calcul du call arithmétique et
G, la valeur analytique du call géométrique, c’est-a-dire sa « vraie valeur». En vertu
de la définition de la variable de contrdle, I’équation précédente devient:

A=A-(G-G)

Cette variable de controle satisfait aux deux exigences d’une bonne variable de
contrdle. Premiérement, la corrélation entre A et (G — G)® est évidemment trés
élevée, a tel point que nous fixons (3 a 1. Deuxiemement, E(cv) = 0, parce que
E(G) = G. Nous pouvons réécrire la derniére équation comme suit pour les besoins
de la simulation:

A=G+(A—é) 4)

A I’aide d’une simulation de Monte Carlo, on obtient la valeur du portefeuille (A-G)
en calculant la moyenne actualisée des flux monétaires a 1’échéance (payoffs) de ce
portefeuille sur I’ensemble des M simulations, c’est-a-dire :

A-8= LS (8- %) (8 - X) e
M &

Conformément a 1’équation (4), nous ajouterons cette valeur estimée a G a la fin des
simulations de fagon a obtenir une approximation du prix du call arithmétique. En
agissant de la sorte, nous aurons grandement réduit I’écart type de la simulation entre
raison de la corrélation trés élevée des prix des calls arithmétique et géométrique.

8. N’oublions pas que G est une constante, étant la solution analytique du call géométrique.



La simulation de Monte Carlo 233

Une autre fagon de construire des variables de contrdle est de recourir aux
«grecques’» pour couvrir un portefeuille. On peut ainsi construire un portefeuille
qui est couvert par le delta'®, par le delta-gamma!'!, etc. Clewlow et Strickland (1997,
1998) et Clewlow et Carverhill (1994) donnent plusieurs exemples de ces types de
couvertures. Leur méthode recourt a I’économétrie pour estimer les sensibilités des
prix des options €valuées aux variables de controle.

Considérons un cas de couverture avec les grecques. Nous voulons évaluer par
simulation le prix d’une option d’achat européenne standard'?>. Pour y arriver, nous
simulons le portefeuille suivant:

Portefeuille = C — AS

c’est-a-dire I’écriture d’un call qui est couvert par une quantité A du sous-jacent S'*.
Cette couverture en est une du type dynamique parce que A réagit aux changements
de S qui se produisent durant la durée de vie de 1’option. Celui qui écrit I’option
déposera la prime résultant de la vente du call dans un compte bancaire et vendra
ou achetera le sous-jacent pour rajuster la couverture a la suite du changement du
delta. Cela donne lieu a des mouvements de fonds positifs ou négatifs dans le compte
bancaire. La contrepartie dynamique de la dernieére équation est:

Y(aC, oC, ;
c e’”’—{ (—“——t'l)sie’““)}zc +1 (5)
0 2; S oS ) T

Le premier terme de I’équation (5) est le prix a terme (forward price) de 1’option,
c’est-a-dire Cye'", ou C, est la prime ou le prix de I’option. Le terme entre crochets,
qui est la variable de contrdle cv, représente les réajustements du portefeuille a la suite

ti

des changements du delta survenus durant la simulation du sentier temporel du

sous-jacent. Le delta a une solution analytique, soit le N(d,) de I’équation de Black et
Scholes. Le prix a terme de 1’option additionné des réaménagements de portefeuille
reproduit les flux monétaires de I’option avec une erreur égale a m puisque les calculs
s’effectuent en temps discret.

En remplagant le terme entre crochets par cv dans 1’équation (5), on a:

Cle"-cv=C/l+n (6)

9. Rappelons que les «grecques» sont les diverses dérivées du prix d’une option par rapport a ses
variables explicatives.

10. Un delta-hedged portfolio, en anglais.
11.  Un delta-gamma-hedged portfolio, en anglais.
12.  Plain vanilla, en anglais.

13.  Cette équation est écrite en termes de flux monétaires. L’encaissement de la prime de I’option donne
lieu a un flux monétaire positif. L’achat de 1’action donne lieu a un flux monétaire négatif.
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ou I’indice j désigne un résultat de la simulation j parmi M simulations. On notera
que le béta de cv est de 1 puisqu’il est question d’une couverture par le delta. En
prenant 1’espérance de (6), on obtient:

C,=¢"E(C;)

Par cette équation, on se rend compte que la méthode des variables de contrdle est
entierement compatible avec la technique de la détermination des prix dans un univers
neutre au risque.

L équation (6) peut étre réécrite en ignorant v’ :
Ci=e"(Cl+cV))

C’est 1a le résultat d’une simulation pour le prix du call avec variable de controle.
Apres M simulations, on obtient 1’estimation finale du prix du call:

é _iicj
0 M & 0

Dans le cas de la couverture par le delta, nous avons fixé a 1 le coefficient de cv, soit
3. Supposons que nous n’ayons aucune idée a priori sur la valeur de ce coefficient.
Pour le calculer, nous réécrivons comme suit I’équation :

e"Cl=C)-Bevie T —nle" (7)
Or, avec une notation évidente :
Cr =By +Bcv +n" j=1..M ®)

Dans cette équation, Cj* et cv” sont connus. Chaque variable est un vecteur de M
observations, résultant des M simulations. Si n* ~ N(0,1), on peut régresser, par la
méthode des moindres carrés ordinaires, C* sur cv” pour obtenir une estimation
de B, pour le coefficient de cv, soit la variable de contrdle'*. On note, en comparant
les équations (7) et (8), que B, est un estimé du prix du call, qui fait I’objet de la
simulation. Cet estimé peut étre comparé avec le résultat de la simulation pour plus
d’assurance.

Apres quelques opérations élémentaires, le terme entre crochets de I’équation
(5), qui fait figure de variable de contrdle, peut étre exprimé comme suit'>:

Nlac

= = 0S [Sml (S‘i)]er(-ﬁt”l)

Le terme entre crochets dans cette équation représente évidemment une martingale
a base delta.

14. Certes, des techniques de régression plus robustes peuvent étre utilisées, tel le GMM.
15. Pour cette transformation du terme entre crochets, voir Clewlow et Strickland (1998), p. 93.
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4, LES NOMBRES QUASI ALEATOIRES
ET LA SIMULATION DE MONTE CARLO"®

L’introduction des nombres quasi aléatoires dans la simulation de Monte Carlo vise
a éviter que les nombres aléatoires générés ne se présentent en grappes, c’est-a-dire
en séries de nombres rapprochés les uns des autres, ce qui nuit a I’efficacité de la
simulation de Monte Carlo. Au lieu de faire appel a la distribution uniforme pour
générer des variables aléatoires normales, on fait appel a des séquences qui balaient
plus rapidement I’espace compris entre O et 1. On recourt ensuite a une fonction
cumulative inverse qui nous régurgite des variables normales. Dans ce qui suit, nous
inverserons la fonction cumulative normale pour y arriver. Mais il existe des techni-
ques plus sophistiquées pour générer des variables normales'”.

Pour introduire les nombres quasi aléatoires, nous faisons appel a la séquence
de Fauré, qui convertit des nombres en base 10 en nombres a base 2. Le tableau 7.6,
emprunté a Jackson et Staunton (2001), fournit un programme en langage Visual Basic
de nature a générer la séquence de Fauré.

TABLEAU 7.6  Programme Visual Basic du calcul d’une séquence de Fauré

Dim f As Double, sh As Double

Dim i As Integer, n1 As Integer, n2 As Integer
nl=n

=0

sh=1/2

Do While n1 >0
n2=Int(n1/2)
i=n1-n2*2
f=f+sb*i

sh=sh /2
n1=n2

Loop
FaureBase2=f

End Function

16. Nous nous inspirons fortement de Brandimarte (2002) pour cette section.

17. A titre d’exemple, Jackson et Staunton (2001) utilisent la technique de Moro pour générer des
variables normales a partir de la séquence de Faure. Par ailleurs, Brandimarte (2002) fait appel a
I’algorithme de Box-Muller pour générer des variables normales a partir des nombres de Halton.

18. Sur la notion de base, on consultera par exemple le site de Mathworld :<mathworld.wolfram.
com>.
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A partir de la fonction FaureBase2, nous générons 100 nombres aléatoires
compris entre O et 1. Le résultat apparait a la figure 7.6. Il faut noter que la séquence
des nombres de Fauré, comme celle des autres catégories de séquences de nombres
pseudoaléatoires, est complétement déterministe. C’est-a-dire qu’en reprenant le calcul
précédent pour n variant de 1 a 100, nous obtiendrons exactement les mémes nombres.
Pour un nombre d’itérations donné, la simulation de Monte Carlo du prix d’une option
qui fait appel aux nombres de Fauré donnera donc toujours le méme résultat. C’est
pourquoi I’on parle dans ce cas de simulation «quasi-Monte Carlo» (QMC).

FIGURE 7.6 Séquence de Fauré
1
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Comme on peut le constater a la figure 7.6, la séquence couvre bien la surface
comprise entre O et 1. Nous nous servons de ces nombres pour calculer le prix d’un
call européen classique dont les parametres apparaissent au tableau 7.2. Nous faisons
dans un premier temps appel a la simulation de Monte Carlo classique pour calculer
ce prix, puis a la QMC basée sur la séquence de Fauré. Les programmes Visual Basic
respectifs apparaissent au tableau 7.7.

A la figure 7.7, nous étudions les convergences respectives des deux méthodes
de simulation. Comme on peut le constater, la vitesse de convergence de la QMC est
beaucoup plus rapide que celle de la MC classique. Le prix théorique du call tel que
calculé par la formule de Black et Scholes est ici de 5,98 $. On est a méme de constater
que la méthode du QMC atteint presque asymptotiquement sa cible tandis que la MC
classique fluctue beaucoup avec I’augmentation du nombre d’itérations et est encore
loin de sa cible apres 5 000 itérations, tandis que la QMC I’a alors presque atteinte.

Les nombres quasi aléatoires sont donc une autre technique pour accélérer
la convergence d’une simulation de Monte Carlo. Pour fixer les idées, considérons
I’exemple suivant, qui représente une application des nombres quasi aléatoires de
Sobol". Disons quelques mots sur les nombres de Sobol avant de formuler I’application
qui nous intéresse. Les nombres de Sobol sont initialement construits a partir d’un

19. Sur les nombres de Sobol, on consultera Brandimarte (2002), Jackel (2002) et Glasserman (2003).
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ensemble d’entiers dans I’intervalle [1,2°— 1], oll b est un paramétre représentant le
nombre de bits (binary digits), généralement fixé a 32. Nous désignons le n° tirage d’un
tel nombre entier de Sobol dans la dimension k par x,,. La conversion finale a une
variable uniforme y,, appartenant a I’intervalle (0, 1) est effectuée par I’opération:

Xn
Yo = 2"k . Y €(01), x, €Z[12°-1]

TaBLEAU 7.7 Fonctions Visual Basic du calcul du prix d’un call européen
classique par la méthode de Monte Carlo classique
et par la QMC faisant appel aux nombres de Fauré

Function MCOption(iopt, S, X, r, q, t, sigma, nsim) End Function
Function QMCOptionFaure

Dim i As Integer (iopt, S, X, 1, g, t, sigma, nsim)

rnmut=(r-q-0.5*sigman2)*t

sigt=sigma*Sqr(t) Dim i As Integer, iskip As Integer
sum=0 rnmut=(r-g-0.5*sigma*2)*t

For i=1 To nsim sigt=sigma*Sqr(t)
aleatoire=Application.NormSInv(Rnd) iskip=(2/4)-1
s1=S*Exp(rnmut+aleatoire*sigt) sum=0
sum=sum+Application.Max(iopt*(s1-X), 0) For i=1 To nsim

Next i aleatoire=Application.
MCOption=Exp(-r*t)*sum / nsim NormSInv(FaureBase2(i+iskip))

s1=S*Exp(rnmut+aleatoire*sigt)
sum=sum+Application.Max(iopt*(s1-X), 0)
Next i

QMCOptionFaure=Exp(-r*t)*sum / nsim

End Function

FIGURE 7.7 Convergences respectives de la MC et de la QMC
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Par construction, la seule variable de Sobol qui peut étre nulle correspond
au 0° tirage et cela, pour toute dimension. Pour chaque dimension d, la base pour
générer les nombres est donnée par un ensemble nommé «entiers de direction»
(direction integers). 1l en existe un pour la représentation binaire de chaque b bits
de ’entier. En effet, la clé pour générer des nombres de Sobol réside dans le calcul
des entiers de direction. Ce calcul implique des coefficients binaires d’un polyndme
primaire de module 2 pour chaque dimension. Ce polynéme, de degré g,, prend la
forme suivante:

Ik .
p(2)= Z akagk_J
=0

ou les a sont les coefficients en question. Finalement, les nombres de Sobol peuvent
étre obtenus en effectuant 1’opération :

d
X = Vil
=)

Considérons I’exemple suivant® concernant la génération d’une séquence de Sobol
en une dimension. Nous voulons intégrer la fonction:

11
f(x,y)dxdy = ”e‘xy (sin67x + cos 8y ) dxdy
00

O ey
ot—

1
Nous savons qu’une intégrale d’une fonction du type |= jf(x)dx peut étre

0
vue comme une espérance. En effet, il s’agit d’approximer I’espérance E[f(U)], ou
U représente la loi uniforme sur I’intervalle d’intégration (0,1). Plus précisément,

n
I’intégrale I peut étre approximée par: in = éz f(x;), ot A*' est I’aire (surface) sous
i=1
la courbe dans la région d’intégration. En général, la surface ou le volume utilisés sont
unitaires, de sorte que A = 1. Cette intégrale peut étre alors approximée par la moyenne
de f évaluée aux points x; en générant ces valeurs a partir de la loi U sur I’intervalle
(0,1). Donc, pour résoudre notre probléme, il suffit simplement de générer des x et des
y entre O et 1, les bornes d’intégration, et calculer la valeur moyenne de la fonction a
ces divers points. Le code Matlab de la fonction est présenté au tableau 7.8.

20. Cet exemple est une adaptation de Brandimarte (2003).

21. 11 faut générer des points afin de couvrir I’ensemble de la surface A. Si le probléme a résoudre est
un volume, alors il faut générer des points afin de couvrir ce volume correctement.
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TABLEAU 7.8  Code Matlab de la fonction a intégrer

function f1=f(x.y)

fl=exp(-x.*y).*(sin(5*pi*x)+cos(10*pi*y));

Pour tracer le graphique de f(x,y), on utilise la commande Matlab:
surf(x,y,z), ou z=f1(x,y) et les x et y sont générés par la commande [x,y]=meshgrid
(-0,5:0,01:0,5,-0,5:0,01:0,5). Cette fonction est représentée a la figure 7.8.

FIGURE 7.8 Représentation graphique de la fonction
z=f1(x,y)=exp(x.*y).*(sin(5*pi*x)+cos(10*pi*y)) ;
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Il suffit maintenant de générer les x et les y, que nous nommerons S1 et S2. Il faut
également définir le polynome p, donner des valeurs de départ mO et identifier le
nombre n de nombres de direction pour enclencher 1’algorithme utilisé lors de cet
exercice.

P=[10111111111]1;

mO0=[ 13591113 15 17 19 21];

[v,m]=nombredirection(p,m0,500);

S1=Sobol1(v,0,10000);
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p=[100011111000101];
mO0=[ 1359 11 13 15];
[v,m]=nombredirection(p,m0,500);
S2=Sobol1(v,0.233,10000);
plot(S1,52,0")
A la figure 7.9 se retrouve une représentation bidimensionnelle de nombres

de Sobol. On voit que la surface comprise entre O et 1 est assez bien couverte. Les
figures 7.10 et 7.11 montrent une moins bonne couverture.

FIGURE 7.9 Nombre quasi aléatoire de Sobol pour 10 points
de départ initial et un polynéme d’ordre 11
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S1=Sobal1(v,0,10000);

Dans Matlab, on écrit la fonction suivante, suivie de la touche Entrée.

Mean(f1(S1,S2))
ans=
0,0234

Cette valeur est rapprochée de celle obtenue pour une quadrature habituelle, qui est de
0,0199. Les figures 7.10, 7.11 et 7.12 illustrent un mauvais remplissage de 1’espace a
couvrir. En effet, nous pourrions calculer I’intégrale précédente et nous serions a méme
de constater que la valeur obtenue est €loignée du résultat recherché. Par cet exemple,
on comprend I’importance des conditions initiales sur I’échantillonnage des nombres
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quasi aléatoires a 1’aide de la méthode de Sobol. On prend ainsi acte de la faiblesse
de ladite méthode. En effet, une simple modification des vecteurs initiaux donne lieu
a un résultat erroné. Nous allons refaire le méme exercice avec les nombres de Halton
afin de bien illustrer le sujet moderne des simulations quasi-Monte Carlo.

FIGURE 7.10  Echantillon quasi aléatoire bidimensionnel de Sobol
pour n = 10: plat(S1,S1,0)
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FIGURE 7.11  Echantillon quasi aléatoire bidimensionnel de Sobol
pour n =1 000
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FIGURE 7.12  Nombre quasi aléatoire de Sobol
pour différents points de départ
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S1=Sobol (v,0,10000;
TABLEAU 7.9  Fonction Matlab pour générer des nombres de Halton

function Halton=Halton1(n,b)

Halton=zeros(n,1);
nbits=1+ceil(log(n)/log(b));
vb=b.A(-(1:nbits));
wv=zeros(1,nbits);
fori=1:n

% incrémentation du dernier ‘bit: binary digit’
=1

ok=0;

while ok==0;
wv(j)=wv(j)+1;

if wv(j)<b

ok=1;

else

wv(j)=0;

=i+,

end

end

Halton(i)=dot(wv,vb);

End
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Au tableau 7.9, on retrouve une fonction Matlab empruntée a Brandimarte
(2002) pour générer des nombres de Halton et a la figure 7.13, une représentation
graphique de ces nombres. Il est a remarquer que la base doit correspondre a un
nombre premier?,

Nous appliquons maintenant la technique des nombres de Halton au calcul du
prix d’une option asiatique. Le tableau 7.10 fournit des programmes écrits en langage
Matlab pour calculer le prix d’une option asiatique a partir de la méthode de la quasi-
Monte Carlo qui intégre des sentiers de prix générés par des nombres de Halton. Ces
fonctions sont également empruntées a Brandimarte (2003). Nous avons cependant
modifié€ sa fonction pour générer des sentiers de Halton du prix du sous-jacent. Nous
avons eu recours a I’inversion de la fonction normale cumulative pour générer des
variables aléatoires normales a partir des nombres de Halton et non a 1’algorithme de
Box-Muller comme c’est le cas chez Brandimarte. Nous avons également combiné la
technique des variables antithétiques a celle des nombres de Halton comme techniques
de réduction de la variance.

FIGURE 7.13  Nombre de Halton a I’aide du programme Halton 1:
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¥=Halton1{100 2};

Nous avons repris donc le méme calcul que précédemment a partir des fonc-
tions du tableau 7.10, c’est-a-dire calculer le prix d’un call européen asiatique dont
les parametres sont compilés au tableau 7.2. Nous savons que le prix effectif de ce

22. Un nombre premier est un entier supérieur a 1 qui n’est divisible que par 1 et par lui-méme.
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call estde 2,48 $. La figure 7.14 montre comment s’effectue la convergence lorsque le
nombre de pas est fixé a 50. Comme on peut le constater, la convergence est somme

toute réguliere.

TABLEAU 7.10 Fonctions Matlab du calcul du prix d’une option asiatique
par la méthode de la QMS et des nombres de Halton

function P=AsianHalton3(S0,X.r,T,sigma,Npas
.Niter);

Payoff=zeros(Niter,1);% Calcul du ‘Payoff’
Path=HaltonPaths3(S0,r,sigma,T,Npas,Niter);
Payoff=max(0,mean(Path(:;,2 ®Npas+1)),2)-X);
% Calcul du ‘Payoff’
P=mean(exp(-r*T)*Payoff);

function Spaths=HaltonPaths3(S0,r,sigma,T,Np
as,Niter)

dt=T/Npas;
nudt=(r-0.5*sigmar2)*dt;
sidt=sigma*sqrt(dt);
Niter=2*ceil(Niter/2);
RandMat=zeros(Niter,Npas);
seeds=myprimes(2*Npas);
Basel=seeds(1:Npas);
Base2=seeds((Npas+1) ®2*Npas));
for i=1:Npas
H1=GetHalton(Niter/2,Base1(i));
Norm1=norminv(H1);
Norm2=-norminv(H1);
RandMat(:,i)=[Norm1;Norm2];
end
Increments=nudt+sidt*RandMat;
LogPaths=cumsum([log(S0)*ones(Niter,1),Incre
ments],2);
Spaths=exp(LogPaths);

function Seq=GetHalton1(HowMany,Base)

Seg=zeros(HowMany,1);

NumBits=1+ceil(log(HowMany)/log(Base));
VetBase=Base.*(-(1:NumBits));
WorkVet=zeros(1,NumBits);

for i=1:HowMany

% incrémentation du dernier ‘bit: binary digit’
=

ok=0;

while ok==0;

WorkVet(j)=WorkVet(j)+1,

if WorkVet(j)<Base

ok=1;

else

WorkVet(j)=0;

=i+

end

end

Seq(i)=dot(WorkVet,VetBase);

end

function p=myprimes(N)

found=0;

trynumber=2;

p=l1;

while (found<N)

if isprime(trynumber)
p=[p,trynumber];
found=found+1;

end
trynumber=trynumber+1;

end
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FIGURE 7.14  Convergence du prix d’un call asiatique
calculé a partir des nombres de Halton
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RESUME

Une simulation de Monte Carlo se révele tres utile lorsque le probléme a solutionner
comporte plusieurs dimensions. Par exemple, I’option asiatique comporte une dimen-
sion de plus que I’option classique de Black et Scholes puisqu’elle dépend du sentier
suivi par son sous-jacent (path-dependent). L’équation différentielle d’une option
asiatique comporte donc un terme additionnel en regard de I’option classique, terme
qui est relié a sa dépendance du sentier suivi par le sous-jacent. Comme nous 1’avons
vu dans ce chapitre, la simulation de Monte Carlo est en mesure de s’attaquer a cette
nouvelle dimension de I’option.

Toutefois, une simulation de Monte Carlo qui n’est pas soumise a une tech-
nique de réduction de la variance peut donner des résultats insatisfaisants méme si le
nombre d’itérations est poussé jusqu’au million. Nous avons examiné dans ce chapitre
comment diverses techniques de réduction de la variance permettaient de converger
beaucoup plus rapidement vers le prix de I’option asiatique étudiée. Nous avons alors
distingué la simulation de Monte Carlo proprement dite, dont les résultats se modi-
fient d’une simulation a I’autre, et la quasi-Monte Carlo, qui fait appel aux nombres
pseudoaléatoires et qui donne toujours le méme résultat pour un nombre d’itérations
donné. Nous avons constaté que les nombres pseudoaléatoires comportaient des forces
et des faiblesses. Leur objectif est de couvrir plus rapidement la surface d’intégration,
objectif qu’ils ne réalisent pas toujours. Ces nombres doivent donc étre utilisés avec
doigté et les bases utilisées pour concocter ces nombres doivent se plier également
a certaines regles.
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CHAPITRE

8

LES METHODES
DES DIFFERENCES FINIES

Nous avons étudi€ jusqu’ici trois grands outils du calcul numérique : I’arbre binomial,
I’arbre trinomial et la simulation de Monte Carlo. Or, il est possible de raffiner davan-
tage les calculs en recourant a la méthode des différences finies. On peut démontrer
que la méthode de I’arbre trinomial équivaut a la méthode explicite des différences
finies que nous étudierons dans un premier temps dans ce chapitre. Puis nous passerons
a la méthode des différences finies implicite pour ensuite aborder une synthese de
ces deux méthodes, soit la méthode des différences finies de Crank-Nicolson. Cette
méthode représente en effet la moyenne des deux autres.

Les diverses méthodes de différences finies sont maintenant trés utilisées
pour déterminer les prix des options dites exotiques, c’est-a-dire les options autres
que les options classiques' d’achat et de vente (calls et puts). Dans ce chapitre, nous
expliquerons ces diverses méthodes et nous verrons comment elles peuvent étre trans-
posées en langage Visual Basic, puis en langage Matlab. Mais comme nous allons
recourir a 1’équation différentielle de Black et Scholes pour illustrer ces méthodes,
nous rappelons dans un premier temps comment est dérivée cette équation?.

1. Plain vanilla options, en anglais.

2. Pour composer ce chapitre, nous sommes trés redevables a Clewlow et Strickland (1998). Nous nous
sommes entre autres inspirés du pseudocode de leurs programmes de puts américains pour €crire
nos programmes en Visual Basic. Nous remercions également notre collegue Pierre Rostan de nous
avoir fourni une version préliminaire des programmes de puts américains en Visual Basic. Mais 1’on
ne doit pas négliger les autres références qui apparaissent dans la bibliographie et qui constituent
les fondements de nos propos.
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1. L’EQUATION DIFFERENTIELLE DE BLACK ET SCHOLES

Soit une fonction G(.) qui dépend de deux variables: x, une variable aléatoire qui
suit un mouvement brownien et t, qui représente ici le temps. L’expression de x est
la suivante:

dx = adt + bz = adt + be~/dt (D)

ol dz est un processus de Wiener qui est le produit de la variable aléatoire €, qui
obtempere a une distribution normale standard, et de ~/dt , ot dt est une petite variation
du temps. En vertu du lemme d’Itd, I’équation différentielle de G est la suivante:

1 2
dG=a—de+a—Gdt+—a—C;b2dt (2)
ox ot 2 ox
Un cas particulier est celui ou G ne dépend que de x et ou x suit le mouvement
brownien donné par I’équation (1). En vertu du lemme d’It§, I’équation différentielle
de G s’écrit alors:

d’G
dx?

dG =d—de+£b2
dx 2

dt 3)

Supposons maintenant que G soit une fonction simple de S, qui désigne le prix
d’une action. Par exemple, G peut étre une option écrite sur S. Le prix de I’action S
obéit au mouvement brownien géométrique suivant:

dS = pSdt + oSdz “)
Si le mouvement brownien était arithmétique, il s’écrirait plutét comme suit:
dS = pdt + odz (%)
Supposons que:
F =In(S) 6)

On transforme en effet souvent le prix de I’action sous forme logarithmique
avant de le simuler, car I’équation différentielle qui en résulte admet alors une discré-
tisation® exacte, ce qui ne serait pas le cas si I’on simulait le prix de I’action en faisant
appel a I’équation (4). En appliquant le lemme d’It6 a F, en obtient:

2
dF = Fgs i oo OF
s 2

SZ

dt (7

3. Rappelons que discrétiser un processus signifie le faire passer du temps continu au temps discret.
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b étant ici égal a ¢S. Puisque F est égal a In(S), ses dérivées premicre et seconde
sont:

dfF 1 d*F 1

—=—ct - 8
ds s ds* & ®
En substituant ces expressions dans 1’équation de dF, on obtient:
1 1,
dF = =(uSdt+ 0Sdz) - = o’dt
S 2
1.,

= H—EG dt + odz (9)

Cette équation admet une discrétisation exacte pour le prix de I’action, qui est de:

((u—%oz)mm«ﬁs)

Spa =S58 (10)

Par conséquent, lorsqu’on veut simuler le mouvement lognormal du prix d’une
action, il vaut mieux simuler sur 1’équation différentielle du logarithme du prix de
I’action que sur son niveau. Répétons-le, cette équation admet alors une discrétisation
exacte. Cela signifie que lorsque 1’option n’est pas path-dependent, chaque scénario
du prix de I’action peut ne comporter qu’un seul pas. Il n’en va pas de méme si on
simule directement le prix de 1’action a partir de son équation différentielle, soit:

dS = uSdt + 6Sdz (11)

La discrétisation du premier degré de ce processus, dite encore discrétisation d’Euler,
est la suivante:

Suu =S, + 1S, At + 6S eV/At
=S, (1+pAt + oev/At) (12)

Si on simule le prix de I’action a I’aide de 1’équation (12), les scénarios devront
alors comporter un nombre important de pas, sinon I’erreur de simulation sera élevée,
puisque la discrétisation du mouvement brownien en est une du premier ordre. Tel
n’est pas le cas si on simule a partir de 1’équation différentielle du logarithme du
prix de I’action, puisque cette équation admet une discrétisation exacte. Certes, si on
simule 1’équation (12) en faisant tendre At vers 0, cette simulation donnera le méme
résultat que la simulation de 1’équation (10)*.

4. On peut certes obtenir une plus grande précision en recourant a une discrétisation du second degré,
dite encore discrétisation de Milstein, pour discrétiser le mouvement brownien du prix de ’action.
Mais ce type de discrétisation est plutét complexe. Pour plus de détails sur I’'impact de la discréti-
sation sur la performance d’une simulation, voir Wilmott (2001), chap. 26.
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Fermons cette parenthése et revenons au probléme plus spécifique qui nous
intéresse, soit I’équation différentielle de Black et Scholes. Soit C le prix d’un call
qui dépend de deux variables: S et t. La variable S, soit le prix de I’action, obéit a
un mouvement géométrique brownien. Selon le lemme d’It6, I’équation différentielle
de C s’écrit:

oC oC 1 5 0°C

dC=—dt+—dS+=0°S
2 0S?

— dt 13
ot oS (13

Nous formons un portefeuille composé d’une position en compte (long) dans le call
et d’une position a découvert (short) dans I’action sous-jacente égale a AS (A < 1).
La valeur II de ce portefeuille est donc de:

[T=C(S,t)-AS (14)
Le changement subi par la valeur du portefeuille de t a t + dt est de:

d[I=dC- AdS (15)
En remplagant dC par sa valeur (équation 13), on a:

dnzaa—fdua—cds 1 2sza ¢

> dt— AdS 16
P (16)

Nous voulons éliminer le risque de ce portefeuille. Il y a deux variables dans
cette équation: S et t. C’est ici la variable S qui fait figure de facteur de risque, S étant
une variable aléatoire. Les termes qui incluent dt sont connus puisqu’ils n’integrent
que les parameétres de 1’équation, censés étre connus. Pour supprimer le risque, nous
devons donc éliminer les termes qui incorporent dS. Pour ce faire, nous fixons le delta
de I’option au niveau suivant:

aC
=— 17
P (17)
En substituant cette valeur dans 1’équation (16), on trouve:
8C 1 9°C
d o’S’— |dt 18
= ( a2 0S? ) (1%

Ce portefeuille est maintenant sans risque puisque les termes comprenant dS
ont été supprimés. Nous avons réussi cette manceuvre en fixant le delta au niveau
donné par I’équation (17), qui représente la dérivée du prix du call par rapport au
prix de I’action. Une telle opération de couverture, qui éponge tout risque, est appelée
delta-hedging en anglais. Certes, pour que le portefeuille demeure couvert, il faut
constamment ajuster le delta puisque les éléments de I’équation différentielle (16) se
modifient constamment. On parle alors de rééquilibrage dynamique.
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Notre portefeuille étant maintenant sans risque, son taux de rendement doit
étre égal au taux sans risque. On fait ici appel au principe bien connu de 1’absence
d’arbitrage en finance. Si le taux de rendement dudit portefeuille différe du taux sans
risque, il y a alors un arbitrage possible qui rameénera son rendement au taux sans
risque. Soit r le taux sans risque. dIT est donc égal a:

dIT=rIldt (19)

En remplacant les variables de cette équation par leurs expressions respectives, on
obtient:

ac 1 ZS'zac
2% os

)dt—r(C AS)dt—r(C—Sg—CS:)dt (20)

En divisant par dt et en réarrangeant, on obtient:

2
ac 1 2sza sa—c—rc 0 21)
a2 0S? 0S

C’est la la fameuse équation différentielle de Black et Scholes. Si on suppose que
I’action verse un dividende continu (q), I’équation (21) devient:

ac 1 ,.,0°C oC
6’S +(r— S——rC 0 22
ot T3° 252 (r=a) (22)

our des fins de solution numérique, nous réécrivons 1’équation comme suit:
Pour des fins de solut I t 22 t

_9C _1 ,,9°C oC
c°S s—— C 23
o 207 9 -0 ' 23)

Pour ces raisons invoquées auparavant, nous exprimons le prix de 1’action en termes
logarithmiques, c’est-a-dire:

x = In(S) (24)
A la suite de ce changement de variable, 1’équation (23) devient’:

_c_1 2ac+ € _c (25)
ot 2 ox

v:r—q—%cz (26)

5. En effet, nous avons vu auparavant que dx est égal a: dx = vdt + odz. Le reste n’est qu’une affaire
de substitution.
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Nous voulons maintenant solutionner 1’équation (25) de facon numérique.
Pour ce faire, nous devons la discrétiser, c’est-a-dire trouver des équivalents numé-
riques aux dérivées qui apparaissent dans cette équation, ce qui constitue 1’objet de
la section suivante.

2. LA TRANSPOSITION DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE
DE BLACK ET SCHOLES AU PLAN NUMERIQUE

Les méthodes des différences finies sont une simple extension des arbres binomiaux
et trinomiaux. Nous verrons méme ultérieurement que la méthode explicite des diffé-
rences finies équivaut en fait a celle de ’arbre trinomial. Au lieu de se situer dans
un arbre, on se situe dans une grille compléte. L’abscisse de la grille représente la
division du temps et I’ordonnée, les variations du prix de 1’action. Une telle grille
apparait a la figure 8.1.

FIGURE 8.1

At ——»

Pour des fins de convergence, Ax ne doit pas étre choisi indépendamment de At. Sans
le prouver, voici un bon choix de Ax:

Ax = 6+/3At @7

Nous voulons solutionner I’équation différentielle (25) dans cette grille. Pour ce faire,
nous devons d’abord évaluer les dérivées qui y apparaissent de facon numérique. Il
y a plusieurs facons de procéder qui sont reliées a la méthode numérique retenue :
explicite, implicite ou de Crank-Nicolson. Nous donnons la version explicite de ces
dérivées dans cette section. Les autres versions suivront.
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La méthode explicite des différences finies calcule une différence forward pour
évaluer la dérivée premicre. Introduisons le prix du call au temps i et dans I’état j sur
la grille, soit C;;, que nous voulons calculer a partir des trois nceuds indiqués de la
période suivante. La représentation de ces nceuds apparait a la figure 8.2:

FIGURE 8.2

Ci+1,j+1

Ci,j Ci+1,j
\\\\\uu¢1

La méthode explicite des différences finies recourt a une différence forward pour
calculer la dérivée de C par rapport a t et a des différences centrales pour calculer
les autres dérivées de 1’équation différentielle. On a donc:

C...—-C.

a_C — i+1,] i,j (28)

ot At
az_? _ Ci+1,j+1 - 2Ci+21,j + Ci+l,j—1 (29)

oX AX
B_C _ Ci+1,j+1 - Ci+1,j—1 (30)

ox 2AX

En substituant ces dérivées dans 1’équation (25), on obtient:
_ Ci+1.j — Ci,j _ 1(52 Ci+1.j+l _ Zci+21‘j + Ci+1,j—1 v Ci+1,j+1 — Ci+1,j—1 ~1C,,,. (31)
At 2 AX 2AX !

On peut réécrire cette équation comme suit:

1 Ci+ 1 2Ci+ T Ci+ j— C C
C;=At| =0’ L 2 Ly
2 AX 2AX

[N

““—mMJ+Qm (32)

On peut regrouper les termes comme suit:

1 o? v 1 o? v
Cij = |:At(§ A + EJ]CM‘HI + |:At(§ A - EJ]CMJI +..

2
+|:1— Atc—2 - rAt}CMJ

(33)

AX
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Comme les expressions entre crochets sont connues, nous pouvons simplifier davan-
tage en écrivant:

1 o2 Y
) Y| - 34
Pu { (2 AX? 2Ax] G
o? 1
=|1- At—= —rAt 35
P |: o | (35)
1 o2 Y
o Y| E - 36
Pa { (2 AX? 2Ax] G0

L’équation différentielle s’écrit finalement:

Ci =PCirjr T PuCij + PuCinja (37)

L’équation (37) constitue la clef de votte de la méthode explicite des différences
finies. C’est elle qui servira a calculer le prix du call. 1l suffira de commencer les
calculs a la fin de la grille, 1a ou les cash-flows de I’option sont connus, puis de reculer
dans la grille jusqu’au nceud ou se situe le prix de I’option, soit a C(0,0). Mais avant
de détailler cette procédure, nous devons examiner de plus pres 1’équation (37).

A premiére vue, cette équation ressemble beaucoup a 1’équation de base de
I’arbre trinomial. Il y a 3 p, qui peuvent étre interprétés comme des probabilités
neutres au risque. En fait, I’écriture de 1’équation (37) n’est pas fortuite. Comme
dans un arbre trinomial, p, représente la probabilit¢ d’un mouvement de hausse du
prix de I’action, p,, la probabilit¢ d’'un mouvement nul et p,, celle d’'un mouvement
de baisse. C; est la pondération, a I'aide de ces probabilités, des trois cash-flows qui
lui sont rattachés a la période suivante de la grille. Cela se ramene évidemment a la
procédure établie lors de la construction de 1’arbre trinomial, comme nous le montrons
dans la section suivante.

3. L'EQUIVALENCE ENTRE LA METHODE EXPLICITE
DES DIFFERENCES FINIES ET L’ARBRE TRINOMIAL

La procédure de I’arbre trinomial, tout comme celle de 1’arbre binomial, consiste a
reproduire le mouvement brownien suivi par le logarithme du prix de 1’action, c’est-
a-dire le mouvement suivant:

dx = vdt + 6dz = vdt + ce/dt (38)
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Exprimées en termes discrets, ’espérance et la variance non centrée® de ce processus
sont de:

E(AX)= VAt (39)
E(AX?)=o’At+ v2At? (40)

Puisque I’arbre trinomial veut reproduire le mouvement brownien de x, I’espérance
et la variance de Ax dans I’arbre trinomial doivent étre identiques a leur pendant
brownien, c’est-a-dire :

E(Ax)=p, (A%)+p, (0)+p, (~Ax) = vAt (41
E(AX?)=p,(AX?)+p, (0)+py(AX?) = o*At+ V2 AL (42)
De plus, la somme des probabilités doit étre égale a 1, c’est-a-dire:

Py +Pntpg=1 (43)

Il est facile de résoudre ces trois équations en termes de p,, p, €t p;. Selon
I’équation (41):

At
pu pd AX ( )
Et selon 1’équation (42):
2 2 2
G At+ voAtL
=p,+— 45
pu pd AXZ ( )

En égalisant les équations (44) et (45), on trouve p,:

1( oAt + V2At? At
= ——v= 46
Pa 2( AX? AX (40)

En se servant de I’équation (44), on trouve p,:

(47)

1( %At + V2AL? At
=35 ——+tVv—

AX? AX
Finalement, en recourant a I’équation de la somme des probabilités, on déduit p,,:
o’ At+ VZAt?

AX? (“48)

pm:l_pu_pdzl_

6. La variance centrée de x étant égale a: V(x)=E[x - E(X)]Z.
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A partir de ces probabilités neutres au risque, on peut écrire I’équation de base de
I’arbre trinomial :

Ci;= e_mt(pucm,m +PnCij+PuCiisja) (49)

La valeur de I"option au nceud (i,j), soit C;;, est donc la valeur actualisée espérée
des valeurs de 1’option aux nceuds de la période subséquente: (i+1,j+1), (i+1,j) et
(i+1,j—1), ces trois valeurs étant connues au noeud (i,]).

Quelques remarques s’imposent ici. D’abord, comme nous I’avons déja
mentionné, 1’arbre trinomial retrace 1’évolution du mouvement brownien du prix de
I’action. En effet, il comporte la méme espérance et la méme variance que le mouve-
ment brownien. Ensuite, le prix de I’option tel qu’il se dégage de 1’arbre trinomial est
une valeur espérée actualisée, ce qui obéit au principe général qui veut que le prix
d’une option soit la valeur actualisée de 1’espérance neutre au risque du cash-flow
final (payoff) de I’option, c’est-a-dire:

c=e"E?[(S;-X)"] (50)

ou T désigne la durée de 1’option, ici un call, S, le prix du sous-jacent a I’échéance
de ’option et E?, I’opérateur de I’espérance neutre au risque.

L’équation de base de 1’arbre trinomial, soit I’équation (49), ressemble beau-
coup a I’équation de base de la méthode explicite des différences finies, soit I’équa-
tion (37). En fait, elle lui est quasi équivalente. Réécrivons 1’équation de base de la
méthode explicite des différences finies :

Ci =P.Cipjir T PuCisj + PoCiir (51

A Iinstar de 1’arbre trinomial, C, est la valeur espérée des cash-flows de I’option aux
nceuds (i+1,j+1), (i+1,j) et (i+1,j-1), soit les cash-flows de la période suivante qui
sont rattachés au nceud Cij. Ces trois valeurs sont connues au nceud (i,)). A P’instar de
I’arbre trinomial, on peut également montrer que C;; est une valeur espérée actualisée
de ces trois nceuds. Pour y arriver, on approxime le dernier terme de 1’équation (51)
au neeud (i,j) plutot qu’au nceud (i + 1,j). On obtient:

Ci+1,j - Ci,j _ 162 Ci+1,j+1 - 2Ci+1,j + Ci+l,j—1 v Ci+l,j+1 - Ci+l,j—1 ~rc (52)

At 2 AX? 2 AX b

En regroupant les termes comme auparavant, on obtient:

c-_1
T 14+ 1At

16> v
=latf =2+ 54
Pu { (2Ax2+2AxJ] S

(puCi+1,j+1 +PnCiaj+ pdCi+1,j—1) (53)
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Pm =1—At§ (55)

1 o2 %
Pa= Hgﬁ‘mﬂ ©6)

Dans I’équation (53), le terme

: est un facteur d’actualisation discret plut6t

que continu. L’équation (53) est bien une valeur espérée actualisée et est donc quasi
identique a la procédure de I’arbre trinomial, ce dernier étant une reproduction du
processus de diffusion. Certes, les probabilités qui apparaissent dans I’équation de
la méthode explicite des différences finies différent de celles qui correspondent au
processus trinomial. Mais n’oublions pas que nous évoluons dans le monde du calcul
numérique, soit un monde d’approximations. Il y a plusieurs facons de définir les
variables telles les dérivées d’une fonction, comme nous le verrons. Le calcul numé-
rique comporte donc une part d’arbitraire.

4. TRANSPOSITION DES EQUATIONS DE LA METHODE EXPLICITE
DES DIFFERENCES FINIES DANS UNE GRILLE

Nous voulons solutionner le systeme d’équations donné par:
Ci =P.Cipjs T PuCisj + PoCiir (57)

de facon a calculer le prix d’une option d’achat. Comme nous le verrons, cette
équation convient également pour une option de vente. Ce sont les bornes et les
cash-flows a I’échéance qui différencient les deux formes d’options d’un point de
vue numérique.

Comme nous ’avons dit auparavant, nous solutionnons ce systéme d’équations
dans une grille. Celle-ci apparait a la figure 8.3.

Nous supposons que ’espace du temps est divisé en N sous-intervalles et que
I’espace des états, qui représentent les variations du logarithme du prix de 1’action,
comprend (2N; + 1) sous-intervalles a chaque pas plutot que (2i + 1) comme dans
’arbre trinomial. N; est ici égal a N, bien qu’il puisse lui étre supérieur. Nous 1’éga-
lerons habituellement a N a I’intérieur de ce chapitre.

En omettant le pas N, soit le dernier au bout de 1’arbre ou les cash-flows de
I"option sont connus, il y a (2N;+ 1) inconnues a chaque pas. Or, le systeme d’équations
(57) ne nous permet de calculer que (2N i—D inconnues. On ne peut en effet calculer
les valeurs de C; y; et de C,y; qui se situent aux extrémes de la grille. En effet, C; y;
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dépend, entre autres, de C, y; ;, qui ne fait pas partie de la grille’. Pour sa part, Cinj
dépend, entre autres, de C, y;,;, qui lui-méme ne fait pas partie de la grille. Il nous
manque donc deux équations pour solutionner la grille. Ces deux équations nous sont
données par les bornes de 1’option, soit les suivantes. Pour un call, on peut écrire :

dC
—=1 (58)
dS
FIGURE 8.3
?
C(i,Nj) < (Nj)
(Nj-1)
C(0,0) (Ci,j) 0
(-Nj+1)
Cli,-Nj) (-Nj)
?

cela pour un prix de 1’action important, c’est-a-dire qui excede sensiblement le prix
d’exercice. En effet, un call trés en jeu a un delta pratiquement égal a 1. En termes
de la grille cette condition s’écrit:

Cin —Cin
d SR (59)
Si,NJ - Si,NH
c’est-a-dire :
Ci,Ni - Ci,NH =7, (60)

ou A, = Sin, = Sin, - Cest 1a la borne supérieure de la grille pour un call. La borne
inférieure est déduite de 1’observation suivante. Quand le prix de I’action est tres faible

par rapport au prix d’exercice, le delta du call est pratiquement nul, c’est-a-dire:
JdC

5 =0 ©61)

7. Voir a cet effet les points d’interrogation indiqués sur la grille de la figure 8.3.
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En termes de la grille, cette condition s’écrit:

C,.v —-C._
! NJ+1 ! NJ — O (62)
Si,—NM - Si.—N
soit
Cin, —Cin =M (63)

1

ou A, représente la borne inférieure de la grille, égale a 0 pour un call.

Dans le cas d’un puf®, ces bornes sont inversées. Quand le prix de 1’action
est élevé, le put est completement hors-jeu et son delta est alors de 0. Cette borne
s’écrit:

u

Ciy —Cin, =L (64)

ou A, est nul dans le cas d’un put. Par ailleurs, si le prix de 1’action est faible, le put
est trés en jeu et son delta est de (—1). La borne inférieure s’écrit alors :

Cin —-C n
9C _Ziw, T g (65)
S Siva_ﬂ—SilfN

Cin,, —Cin, =20 (66)
ou A, = —(Sin,, =Si-n,) dansle cas d’un pur.

Le systeme d’équations (57), constitué de 2N, — 1 équations, et les deux bornes
(63) et (64) de la grille servent a calculer les 2N + 1 inconnues a chaque pas i de
la grille, cela pour un call. A Dinstar des arbres blnomlaux et trinomiaux, le calcul
s’enclenche a la fin de la grille, 1a ou les cash-flows (payoffs) du call sont connus.
Ainsi, les cash-flows Cy ;@ Cyy; sont connus puisqu’ils sont égaux a:

Cy; =Sy, = X)* (67)

ou Sy est le prix de I'action a la période N dans I’état j. Chacune des équations (57)
peut étre résolue indépendamment puisque les cash-flows a la période (i + 1) sont
connus a la période i. Et I’on recule ainsi dans la grille jusqu’a ce que 1’on ait calculé
le prix du call, qui correspond a C(0,0).

8. Pour ne pas surcharger la notation, nous utilisons les mémes symboles pour les équations du call et
du put.
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b. PROGRAMMES VISUAL BASIC POUR DETERMINER LES PRIX
D'UN CALL EUROPEEN ET D'UN PUT AMERICAIN PAR LA METHODE
EXPLICITE DES DIFFERENCES FINIES

5.1. Cas du call européen

Le programme qui apparait au tableau 8.1 permet de calculer le prix d’un call euro-
péen par la méthode explicite des différences finies.

TABLEAU 8.1  Programme Visual Basic du calcul du prix d’un call
européen par la méthode explicite des différences finies

Sub méthode_explicite( )

Sheet2.Activate
X=Range(“Xexp”).Value
T=Range("Texp”).Value
S=Range(“Sexp”).Value
sigma=Range("sigmaexp”).Value
r=Range(“tauxexp”).Value
div=Range(“divexp”).Value
N=Range(“Nexp”).Value
Nj=Range(“Njexp”).Value

Dim i, j As Integer

Dim edx, dt, nu, pu, pm, pd As Double
Dim lambda_L, lambda_U As Double
Dim c(), st() As Double

ReDim ¢(0 To N, -Nj To Nj)

ReDim st(-Nj To Nj)

dt=T/N

Range(“dtexp”)=dt

dx=sigma*sqr (3*dt)
Range(“dxexp”)=dx
nu=r-div-0.5*sigma’2
Range(“nuexp”)=nu

edx=Exp(dx)
Range(“edxexp”)=edx
pu=0.5*dt*((sigma / dx)*2+nu / dx)
Range(“puexp”)=pu
pm=1-dt*(sigma / dx)A2-r*dt
Range(“pmexp”)=pm

pd=0.5*dt*((sigma / dx)*2-nu / dx)
Range(“pdexp”)=pd

‘Calcul des prix de I'action a I'échéance
st(-Nj)=S*Exp(-Nj*dx)
Range(“stockexp”).0ffset(Nj, 0)=st(-Nj)
For j=-Nj+1 To Nj

st(j)=st(j-1)*edx
Range(“stockexp”).0ffset(-j, 0)=st(j)
Next j

‘Calcul des cash-flows de I'option a I'échéance
For j=-Nj To Nj

c¢(N, j)=Application.Max(0, st(j)-X)
Range(“callgrid”).Offset(-j, N)=c(N, j)
Next j

‘Marche arriere dans la grille

For i=N-1To 0 Step -1

For j=-Nj+1 To Nj-1

cli, j)=pu*c(i+1, j+1)+pm*c(i+1, j)+pd*c(i+1, j-1)
Range(“callgrid”).Offset(-j, i)=c(i, j)
Next j

cli, -Nj)=c(i, -Nj+1)
Range(“callgrid”).0ffset(j, i)=c(i, -Nj)

c(i, Nj)=c(i, Nj-1)+(st(Nj)-st(Nj-1))
Range(“callgrid”).Offset(-j, i)=c(i, Nj)
Next i

Range(“call1”)=c(0, 0)

End Sub

Comme a I’accoutumée, on déclare les variables de la sous-routine. Le vecteur
c enregistrera les cash-flows du call a chaque pas. Le premier indice est le pas, qui va
de 0 a N, et le deuxieme est I’état, qui s’étire de (-N;) a N;, N; étant égal a N.
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ReDim c¢(0To N,-NjTo Nj)

Par ailleurs, le vecteur st enregistrera les prix de 1’action a I’échéance de 1’op-
tion, nécessaires au calcul des cash-flows de I’option a I’échéance, qui se confondent
alors avec la valeur intrinséque de 1’option. Il existe un prix d’action pour chaque
état j, j variant de (-N;) a N;.

ReDim st(-NjTo Nj)

On calcule par la suite les constantes du programme, soit : le pas (T/N), T étant
la durée de I’option, dx, edx, qui serviront a calculer les prix de I’action a I’échéance,
ainsi que les probabilités: p,, p,, et p,.

dt=T /N
Range(“dtexp”)=dt
dx=sigma*sqr (3*dt)
Range(“dxexp”)=dx
nu=r-div-0.5*sigma”2
Range(“nuexp”)=nu
edx=Exp(dx)

Range(“edxexp”)=edx

pu=0.5*dt*((sigma / dx)*2+nu / dx)
Range(“puexp”)=pu
pm=1-dt*(sigma / dx)"2-r*dt
Range(“pmexp”)=pm
pd=0.5*dt*((sigma / dx)*2-nu / dx)
Range(“pdexp”)=pd

On calcule le prix de I’action a I’échéance dans I’état inférieur (-N;):

st(-Nj)=S*Exp(-Nj*dx)
Range(“stockexp”).Offset(Nj, 0)=st-Nj)
Puis on remonte dans la grille jusqu’a I’état supérieur (N)) :
For j=-Nj+1To Nj
st(j)=st(j-1)*edx
Range(“stockexp”).Offset(-j, 0)=st(j)
Next j
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Maintenant que I’on dispose des (2N; + 1) prix de I’action a I’échéance, on calcule
les cash-flows du call a I’échéance :
For j=-NjTo Nj
c(N, j)=Application.Max(0, st(j)-X)
Range(“callgrid”).Offset(-j, N)=c(N, j)
Next j

Puis on recule progressivement dans la grille. On calcule d’abord les cash-

Jflows de I’option au pas (N — 1) en se servant des cash-flows calculés au pas N et

de I’équation de base d’actualisation des cash-flows de la méthode explicite des
différences finies.

‘Marche arriere dans la grille
For i=N-1To 0 Step-1
For j=-Nj+1To Nj-1
c(i, j)=pu*c(i+1, j+1)+pm*c(i+1, j)+pd*c(i+1, j-1)
Range(“callgrid”).Offset(-j, i)=c(i, )
Next j

On calcule les cash-flows de I’option aux extrémes de la grille en recourant aux
conditions aux bornes:

c(i,-Nj)=c(i,-Nj+1)
Range(“callgrid”).Offset(j, i)=c(i,-Nj)
c(i, Nj)=c(i, Nj-1)+(st(Nj)-st(Nj-1))
Range(“callgrid”).Offset(-j, i)=c(i, Nj)

Les cash-flows de I’option a I’étape (N — 1) étant ainsi calculés, on effectue
les calculs pour le pas précédent :

Next i

Et I’on recule ainsi dans la grille jusqu’a la période 0, 1a ou se trouve le prix du call
recherché, soit C(0,0), que I’on demande de reporter sur le chiffrier:

Range(“call1”)=c(0, 0)

Pour illustrer ce programme, nous calculons le prix d’un call européen dont
les données se retrouvent au tableau 8.2.
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TABLEAU 8.2
A B
2 X 45
3 T 1
4 S 45
5 sigma 0,2
6 taux 0,03
7 div 0,02
8 N 3

Les prix de I’action sous-jacente a I’échéance de 1’option, des états (3) a (-3), sont
pour leur part au tableau 8.3.

TABLEAU 8.3
D

7 81,99535
8 67,13211
9 54,96312
10 45

1 36,84288
12 30,1644
13 24,69652

Les cash-flows correspondants du call a I’échéance, soit (S — X)*, sont le lot du
tableau 8.4.

TABLEAU 8.4
M

3 36,99535
4 22,1321
5 9,963124
6 0

7 0

8 0

9 0

L’on ramene ces cash-flows au début de la grille (tableau 8.5) en recourant a I’équation
de base de la méthode explicite des différences finies. Le prix du call est de 3,41 $
lorsque N est égal a 3.
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TABLEAU 8.5
J K L M

3 | 3708595 | 3701442 36,9978 36,99535
4 | 22,22272 | 22,1519 22,13456 | 22,1321
5 | 10,78184 | 10,37804 10,0467 9,963124
6 3,41171 2,626616 | 1,577495 | 0

7 0,579896 | 0,24977 0 0

8 0,039547 | 0 0 0

9 0,039547 | o 0 0

Selon la formule de Black et Scholes, le prix du call européen correspondant aux
données du tableau 8.2 est de 3,719 8$. Le programme Visual Basic utilisé pour
calculer ce prix se lit au tableau 8.6.

TABLEAU 8.6  Programme Visual Basic du calcul du prix d’un call

européen par la formule de Black et Scholes

Function callBS(S, X, T, sigma, r, div)

logSX=Log(S / X)

nud=(r-div+(0.5*sigma’2))*T

done=(logSX+nud) / (sigma*Sqr(T))
dtwo=done-sigma*Sqr(T)
callBS=(S*Exp(-div*T)*Application.NormSDist(done))-_
X*Exp(-r*T)*Application.NormSDist(dtwo)

End Function

On peut étudier la convergence de la méthode explicite en augmentant
N (N; = N). La figure 8.4 retrace cette simulation.

FIGURE 8.4 La convergence de la méthode explicite

vers la solution B-S

0 20 40 60 80 100 120
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On constate que la méthode explicite des différences finies converge rapide-
ment vers la solution B-S. Si N = 20, le prix du call est de 3,678 4$ et si N = 25, il
est de 3,686 8 $.

6. LA METHODE IMPLICITE DES DIFFERENCES FINIES

Le principe de base de la méthode implicite des différences finies est illustré a la
figure 8.5.

FIGURE 8.5

Cli,j+1)

Cli.j) \ Cli+1,j)

Cli,j-1)

Les dérivées sont donc centrées sur le point i plutt que sur le point (i + 1)
comme c’était le cas pour la méthode explicite des différences finies. L’équation
différentielle de Black et Scholes s’écrit alors:

C C; 1 ,C;,-2C;+C,;, C Ciia

i I W _ 2 g2 Zhiv L v i+ Vi, _rCij (68)
At 2 AX 2AX '

En regroupant les termes comme dans le cas de la méthode explicite des
différences finies, on obtient:

puCi,j+1 + mei,j + pdci,j—l = Ci+1,j (69)
ou
_ L[y (70)
Pu= 758 o T ax
o2
=1+ At— +rAt 71
pm AXZ ( )

pd:_lm( ° _l) (72)
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Les bornes sont les mémes que dans le cas de la méthode explicite, c’est-a-dire :

Cin—C

j INjs gy

Ci,—Nj+l - Ci,—Nj:AL (74)

(73)

Contrairement a la méthode explicite, les (2N;+ 1) équations constituées par
les équations (69), (73) et (74) ne peuvent étre solutionnées indépendamment les unes
des autres. On s’en rend compte en examinant la figure 8.5. Il y a trois inconnues
rattachées a C,,, ;, ce dernier étant connu. Dans le cas de la méthode explicite, on
solutionnait C; a partir de trois points connus puisque les dérivées €taient centrées

sur (i + 1). Alors comment solutionner ?

On peut découvrir la solution en écrivant les équations en commengant au haut
de la grille (N;) et en descendant vers le bas de la grille (-N)), cela pour un i donné.
On a comme systeme d’équations:

Cinj - Ciiji1 =, (75)
puCi,Ni + mei,Nj,l + pdCi,NH = Ci+1,NH (76)
puCi,—NM + mei,—NH + pdCi,—Nj = Ci+1,—Nj+1 (77)
Cime - Cinyj =\, (78)
Sous forme matricielle, ce systeme d’équations devient:
- JCo 1T ]
1 -10 . . . o] ™ My
P, Pn Pgy O . . 0 Ci,NH Ci+1vNH
0O p, Py Pg O . O Cin,, Cian,,
= . (79)
0 pu pm pd 0 Ci,—NJ+z Ci+1,—NJ+2
0 pu pm pd Ci,—NM Ci+ly7Nj+1
0o . . . o1 -1
. - Ci—N 7LL

j L .

La matrice qui sert a représenter le systeme d’équations de la méthode impli-
cite est tridiagonale. Le calcul numérique propose plusieurs facons de solutionner le
systeme d’équations (79) lorsque la matrice qui le représente est tridiagonale. Nous
éliminerons ici la diagonale supérieure pour en arriver a la solution. On pourrait
également supprimer la diagonale inférieure.
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Pour ne pas surcharger la notation, nous supposerons, pour montrer comment
effectuer la suppression de la diagonale supérieure, que N =N, = 3. Comme nous I’avons
expliqué précédemment, nous devons enclencher les calculs a la période (N — 1), ici
2, puisque 1’on connait alors les cash-flows de I’option, c’est-a-dire le vecteur qui
apparait a droite du systeme d’équations (79). Pour éliminer la diagonale principale
de ladite matrice, nous débutons par la derniere équation du systeme (79):

C,:=C,,—A_ (80)

On substitue cette équation dans la précédente, soit:

P.Co1+PnC, ,+PCy 3=C;, (81)
PCos +PuCo s +P4(Cr—A)=Cs (82)
Cette équation peut étre réécrite comme suit:
PCoatPm2Cor=PL (83)
ol
P2 =P tPy (84)
PL=Cs,+Ph (85)

A partir de 1’équation (83), on peut mettre en évidence C,,:

p,-p.C,_
C, ,=——"2= (86)
p m,—2
On substitue cette valeur dans 1’équation de (j = —1)
pucz,o + meZ,—l + pdcz,fz = C3,—l (87)
p‘_ - puC _
P.Coo+PnC;s 1 + Py (%) =Cyy (88)
p m,—2
Cette derniere équation peut étre réécrite comme suit:
pucz,o + p;n,—l CZ,—l = pl—l (89)
ol
— P,
Pm1=Pn——" Py (90)
m,-2
p',=Cy,——2p, ©1)
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Ce processus se poursuit en remontant la grille jusqu’a j = 2, ou I’on obtient:

PCos+Pm2Cor =P, 92)
c’est-a-dire
p,—p,C
Cop = 93)
pm.Z

Résumons la démarche que nous venons de suivre. Nous avons supprimé la
diagonale principale, constitué des p,, en écrivant les équations sous la forme (89).
Pour ce faire, nous avons effectué une substitution rétrograde de variables a partir de
la fin de la matrice de fagon a supprimer une inconnue pour chacune des équations.
Ce faisant, nous avons créé une série de constantes, les p' et p! , qui nous servent dans
une deuxieme €tape a trouver les inconnues de la période 2, soit les C, ; a C, .

Pour des fins de programmation, il faudra donc calculer deux types de constantes
pour éliminer la diagonale supérieure de la matrice tridiagonale. Pour chaque pas i,
et ce de I’état j = (—Nj+2) a 1’état (N; = 1), on calculera les p!, en utilisant la forme
générale récursive suivante:

pL =Py —— 2, 94)

m,j-1
Et pour les p' de la période i, la forme récursive générale est la suivante:
P
p}=ci+1,j_+lpd 95)
p m,j-1

Ces constantes permettent d’éliminer la diagonale principale de la matrice
tridiagonale, qui est constituée des p,. Ces derniers sont absorbés par les constantes
p' et p',,. Par ailleurs, pour calculer ces constantes a I’état (-N; + 1), on se sert de la
borne inférieure, comme cela a été indiqué auparavant.

Nous en sommes a la deuxieme étape, celle de la solution des équations
proprement dite. Pour ce faire, nous revenons au début de la matrice. La premicre
équation est la suivante, soit la borne supérieure :

C,s—Cuo=A, (96)
Or, selon I’équation (93), C, , est €gal a:

plz_ pucz,a

C =
a P2

o7
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En substituant I’équation (96) dans 1’équation (97), on obtient:

_ plz_ pu(CZ,Z +7\‘u)

C,,= o (98)
Et I’on trouve alors C, ,:
»— P A
szz — pzl pU u (99)
pm,2+ pu

On a donc trouvé deux inconnues: C, ; et C, ,. Le reste des calculs est une simple subs-
titution de variables en descendant la matrice. On a établi dans la premiere étape :

pi_ pucz,z
P
Le calcul antérieur de C,, nous permet de calculer C,, puisque les p' et les p;, sont

des constantes. Et I’on proceéde ainsi jusqu’a C,_,. Pour calculer C, ;, on se sert de
la borne inférieure de la grille:

C,i= (100)

Cz,fz - C2,73 = 7"l_ (101)

Pour les fins de la programmation, la procédure de substitution obéira a la
procédure récursive suivante de I’état (Nj —2) a l’état (=N;+ D):
_ Pi—P.Ciju

Pmj

Par ailleurs, pour calculer Cij aux états Nj, (Nj — 1) et-N;, on se sert des bornes

supérieure et inférieure de la grille, comme cela a été indiqué dans cette section.

c (102)

ij

On a ainsi calculé les inconnues de la période 2, ¢’est-a-dire les cash-flows du
call de la période 2. Celles-ci deviennent les inputs pour calculer les cash-flows de la
période 1. La procédure a suivre est la méme qu’a la période 1. Et on procede de la
sorte jusqu’a ce qu’on ait calculé C(0,0), soit le prix du call recherché.

6.1. Cas du call européen

Au tableau 8.7, on retrouve un programme Visual Basic qui calcule le prix d’un call
européen par la méthode implicite des différences finies.
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TABLEAU 8.7

Programme Visual Basic du calcul du prix d’un call

européen par la méthode implicite des différences finies

Sub callméthode_implicite( )

Sheetl.Activate

X=Range(“X").Value

T=Range(“T").Value

S=Range(“S").Value

sigma=Range("“sigma”).Value

r=Range(“taux”).Value

div=Range(“div").Value

N=Range(“N").Value

Dim i As Integer, j As Integer

Dim edx As Double, dt As Double, nu As
Double, pu As Double, _

pm As Double, pd As Double

Dim lambda_L As Double, lambda_U As Double

Dim c() As Double, st() As Double

Nj=N

Range("Nj”)=Nj

ReDim ¢(0 To N, -Nj To Nj)

ReDim st(-Nj To Nj)

Dim pmp() As Double, pp() As Double

Dim k As Integer, w As Integer

ReDim pmp(-Nj To Nj)

ReDim pp(-Nj To Nj)

‘Calcul des constantes

dt=T /N

Range(“dt”)=dt

dx=sigma*Sqr(3*dt)

Range("dx")=dx

nu=r-div-0.5*sigma’2

Range(“nu”)=nu

edx=Exp(dx)

Range(“edx”)=edx

pu=-0.5*dt*((sigma / dx)*2+nu / dx)

Range(“pu”)=pu

pm=1+dt*(sigma / dx)A2+r¥dt

Range(“pm”)=pm

pd=-0.5*dt*((sigma / dx)*2-nu / dx)

Range(“pd”)=pd

‘Calcul des prix de I'action a I'échéance

st(-Nj)=S*Exp(-Nj*dx)

Range(“stock”).0ffset(Nj, 0)=st(-Nj)

For j=-Nj+1 To Nj

st(j)=st(j-1)*edx

Range(“stock”).0ffset(-j, 0)=st(j)

Next j

‘Calcul des cash-flows de I'option a I'échéance

For j=-Nj To N;j

c(0, j)=Application.Max(0, st(j)-X)

Range("putmat”).Offset(-j, 0)=c(0, j)

Next j

‘Calcul des bornes de I'option

lambda_U=(st(Nj)-st(Nj-1))

Range(“lambdaU"”)=lambda_U

lambda_L=0

Range(“lambdal”)=lambda_L

‘Marche arriere dans la grille

For i=N-1To 0 Step -1

‘Solution du systeme tridiagonal

‘substitution des bornes a j=-Nj dans j=-Nj+1

pmp(-Nj+1)=pm+pd

Range(“pmp”).0ffset(Nj-1, i)}=pmp(-Nj+1)

pp(-Nj+1)=c(0, -Nj+1)+pd*lambda_L

Range(“pp”).0ffset(Nj-1, i)=pp(-Nj+1)

‘élimination de la diagonale supérieure

For k=-Nj+2 To Nj-1

pmp(k)=pm-pu*pd / pmp(k-1)

Range(“pmp”).0ffset(-k, i)=pmp(k)

pp(k)=c(0, k)-pp(k-1)*pd / pmp(k-1)

Range("pp”).0ffset(-k, i)=pp(k)

Next k

‘Recours a la borne a j=Nj et a I'équation
a j=Nj-1

c(1, Nj)=(pp(Nj-1)+pmp(Nj-1)*lambda_U) /
(pu+pmp(Nj-1))

Range(“calltrid”).0ffset(-Nj, i)=c(1, Nj)

c(1, Nj-1)=c(1, Nj)-lambda_U

Range(“calltrid”).0ffset(-Nj+1, i)=c(1, Nj-1)

‘substitution rétrograde

For w=Nj-2 To -Nj+1 Step -1

c(1, w)=(pp(w)-pu*c(1, w+1)) / pmp(w)

Range(“calltrid”).Offset(-w, i)=c(1, w)

c(1, -Nj)=c(1, -Nj+1)-lambda_L

Range(“calltrid”).0ffset(Nj, i)=c(1, -Nj)

Next w

‘Construction de la grille de I'option

For j=-Nj To N;j

c(0, j)=c(1,j)

Next j

Next i

Range(“put”)=c(0, 0)

End Sub
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Le début du programme est sensiblement le méme que celui ayant servi a
implanter la méthode implicite: déclaration des variables puis calcul des constantes
du programme. Les formules des probabilités sont toutefois différentes. Par ailleurs,
on remarquera que le premier indice du vecteur ¢ ne comporte que deux indices, O
et 1. L’indice O est utilis€ pour donner les valeurs finales des cash-flows a un nceud
et 'indice 1, pour stocker temporairement les cash-flows de ’option lors de 1’€li-
mination de la diagonale supérieure de la matrice tridiagonale. On réalise ainsi une
économie d’indices.

On calcule par la suite les prix de I’action a I’échéance du call selon les divers
états (-N; a N)) et les cash-flows correspondants du call.

‘Calcul des prix de I'action a I'échéance

st(-Nj)=S*Exp(-Nj*dx)
Range(“stock”).Offset(Nj, 0)=st(-Nj)

For j=-Nj+1To Nj
st(j)=st(j-1)*edx
Range(“stock”).Offset(-j, 0)=st(j)
Next j

‘Calcul des cash-flows de I'option a I'échéance

For j=-NjTo Nj
c(0, j)=Application.Max(0, st(j)-X)
Range(”putmat”).Offset(-j, 0)=c(0, j)

On calcule par la suite les bornes de 1’option pour un call.
lambda_U=(st(Nj)-st(N j-1))
Range(“lambdaU”)=lambda_U

lambda_L=0
Range(“lambdal”’)=lambda_L

Puis le programme s’engage dans une grande boucle dans laquelle on fait marche
arriere de facon a calculer les cash-flows de la grille. Les calculs débutent d’abord a
la période (N — 1) et I’on recule par pas d’une période par la suite.

For i=N-1To 0 Step-1

Next i
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On calcule dans un premier temps le p', et le p' qui correspondent a la borne inférieure
pour un état donné. Les formules de ceux-ci, qui apparaissent aux équations (84) et
(85), different de leurs homologues des autres €tats.
pmp(-Nj+1)=pm+pd
Range(“pmp”).Offset(Nj-1, i)=pmp(-Nj+1)
pp(-Nj+1)=c(0,-Nj+1)+pd*lambda_L
Range(“pp”).Offset(Nj-1, i)=pp(-Nj+1)
Puis on élimine progressivement la diagonale supérieure en calculant, selon les équa-
tions (94) et (95), les p!, et les p' que I'on stocke puisqu’ils serviront par la suite a
calculer les inconnues d’un pas donné.
For k=-Nj+2 To Nj-1
pmp(k)=pm-pu*pd / pmp(k-1)
Range(“pmp"”).Offset(-k, i)=pmp(k)
pp(k)=c(0, k)-pp(k-1)*pd / pmp(k-1)
Range(“pp”).Offset(-k, i)=pp(k)
Next k
A remarquer que pour calculer les constantes p' et p' associées a chaque état, on

remonte de I’état (-N;+ 2) a (N; - 1), ce dernier étant I’état qui précede immédiate-
ment la borne supérieure.

Une fois ce processus terminé, on se sert de la borne supérieure pour calculer
les cash-flows du call aux états Nj et Nj — 1, cela en conformité avec les équations
(96) et (99).

c(1, Nj)=(pp(Nj-1)+pmp(Nj-1)*lambda_U) / (pu+pmp(Nj-1)
Range(“calltrid”).Offset(-Nj, i)=c(1, Nj)

c(1, Nj-1)=c(1, Nj)-lambda_U
Range(“calltrid”).Offset(-Nj+1, i)=c(1, Nj-1)

On effectue par la suite une substitution rétrograde pour calculer les cash-flows de
I’état (N; —2) alI’état (-N; + 1), soit I’état qui précede la borne inférieure, en appliquant
pour y arriver 1’équation (102).

For w=Nj-2 To-Nj+1 Step-1

c(1, w)=(pp(w)-pu*c(1, w+1)) / pmp(w)
Range(“calltrid”).Offset(-w, i)=c(1, w)
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Pour calculer le cash-flow de I’état -N;, on se sert de la borne inférieure:

¢(1,-Nj)=c(1,-Nj+1)-lambda_L

Range(“calltrid”).Offset(Nj, i)=c(1,-Nj)
On peut alors stocker les valeurs des cash-flows pour 1’état j:

For j=-NjTo Nj
c(0, j)=c(1, j)
Next j

Et on refait ces calculs en reculant comme I’indique le programme jusqu’a la période
0. On peut alors stocker le prix recherché du call, soit C(0,0).

Nous avons calculé le prix d’un call a I’aide de 1la méthode implicite pour les
mémes données que dans le cas précédent. Nous avons obtenu un prix de 2,995 28,
résultat qui étonnamment est plus éloigné de la cible B-S que la méthode explicite,
cela pour les mémes données. Lorsque 1’on double le nombre d’états dans la grille
(N; = 2N), on n’améliore pas sensiblement le résultat.

Pour bien comprendre la méthode implicite, nous allons dans ce qui suit détailler les
calculs. Le tableau 8.8 fournit les constantes du modele. Comme on peut le constater, p,
et p, sont négatifs et ne peuvent donc plus étre interprétés comme des probabilités.

TABLEAU 8.8

A B
12 |dt 0,333333
13 |nu 0,01
14 Jedx 1,221403
15 |pu —-0,158333
16 |pm 1,343333
17 |pd -0,175
18 |lambdalL 0
19 |lambdaU 14,86323

On calcule les prix de I’action a I’échéance de I’option (tableau 8.9) et on en dégage
les cash-flows de I’option a I’échéance (tableau 8.10).
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TABLEAU 8.9 Prix de ’action a 1’échéance du call

D

6 81,99534602
7 67,13211139
8 54,96312412
9 45

10 36,84288389
11 30,16440207
12 24,69652362

TABLEAU 8.10 Cash-flows du call a son échéance

E
6 36,99534602
7 22,13211139
8 9,963124117
9
10 0
1 0
12 0

La grille des cash-flows du call pour les périodes (i) de 0 a 2 et pour les états (j) de -3
a 3 est reportée au tableau 8.11. Nous pouvons calculer les cash-flows de la période

2 a partir des cash-flows connus de la période 3.

TABLEAU 8.11 Grille des cash-flows du call

P Q R S T
1
2 i
3 37,21905 37,10532 37,03069 3
4 22,35581 22,24208 22,16745 2
5 10,83547 10,49182 10,18843 1
6 2,99522 2,193806 1,219938 0
7 0,652327 0,376395 0,146373 -1
8 0,146596 0,067988 0,019837 -2
9 0,146596 0,067988 0,019837 -3
10 i 0 1 2
11
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Pour calculer les cash-flows de I'option de la période 2, il nous faut calculer les
constantes p' et p',, essentielles a la solution (tableau 8.12).

TABLEAU 8.12 Les constantes du systéme tridiagonal

F G H | J K L M N 0

1 pmp PP

2

3 i i
4 1,32238 | 1,32238 | 1,32238 2 23,66986 |23,53747 | 23,4506 2
5 1,322379 | 1,322379 | 1,322379 1 10,78894 10,3525 | 9,963124 1
6 1,322336 | 1,322336 | 1,322336 0 2,245071| 1,239743 0 0
7 1,319617 | 1,319617 | 1,319617 -1 0,386579| 0,149345 0 -1
8 1,168333 | 1,168333 | 1,168333 -2 0,067988] 0,019837 0 -2
9 i 0 1 2 i 0 1 2

iy
o

Rappelons le calcul de ces constantes. Calculons d’abord p!, _,. Selon le programme
antérieur, celui-ci est égal a:

P!, =P, +P,=13433-0,175=1,1683 (103)

C’est bien le résultat que 1’on peut lire au tableau des pmp au nceud (2,-2) de la grille.
On se sert de C,, (connu) pour calculer p',:

p',=Cs,—Pgh, =0—(-0,175)x0=0 (104)

C’est bien le résultat que I’on peut lire au tableau des pp au nceud (2,-2) de la grille.
Par la suite, pour calculer les p' et les p',, on se sert des formes récursives données
par les équations (94) et (95).

= Py b, =13433 (-0.158 3)( 0,175)=1,319 6 (105)
Pt =P P P =" (11683) ° 7
v p'—Z —
P, = C3,71 - Py = 0 (106)
pm,—Z

Et ainsi de suite. Une fois ces constantes calculées, on revient au haut de la grille pour
calculer les cash-flows de la période 2 en commengant pas C,, (€quation 99):

p,—p,A,  23,45-(-0,158 3x 14,863 2)
PhotPy 1,322 3-0,158 3

C,, = = 22,167 4 (107)

C,,=C,,+A, =22,167 4+14,8632 = 37,030 6 (108)
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Puis on descend la grille, toujours en demeurant a la période 2, en se servant de la
forme récursive (102) pour dégager les cash-flows des autres états.

_ p;—p.C,, 9,9631-(-0,158 3)(22,167 4)

C, = =10,188 4 109
2 P 1,3223 (109)
'—p,C,, 0-(-0,1583)(10,188 4
C20 — po pu 2,1 — ( )( )=1,219 9 (110)
' Pho 1,322 3
' -p,C 0-(-0,158 3)(1,219 9
C2_1 — p—l pu 2,0 — ( )( )= 0,146 3 (111)
Phs 1,319 6
*,—p,C 0-(-0,158 3)(0,146 3
c,, - Pa=PLaa O ) ) _o,0198 (112)

ph s 1,168 3

Finalement, pour calculer le cash-flow du nceud inférieur de la grille a la période 2,
on recourt a la borne inférieure:

Cz,—z - Cz,—s =0

(113)
C, ,=0,0198

Les cash-flows de la période 2 étant calculés, les calculs que nous venons d’effectuer
se répetent a la période 1 en prenant cette fois-ci comme inputs les cash-flows de la
période 2, et ainsi de suite jusqu’a ce que 1’on ait trouvé le prix du call qui est associé
au neeud (0,0) de la grille.

Pour les données antérieures, la convergence du prix du call européen vers la
cible B-S est retracée a la figure 8.6. On se rend compte que cette convergence est
moins rapide que ce n’était le cas pour la méthode explicite des différences finies.

FIGURE 8.6 La convergence de la méthode implicite
vers la solution B-S

3,9
3,7
3,5
3,3
3,1
2,9
2,7
2,5
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6.2. Cas du put américain

Le programme du put américain ressemble beaucoup a celui du call européen. Les
changements a apporter sont les suivants:

i) Les cash-flows du put a 1I’échéance sont évidemment le maximum des deux
nombres suivants:

Cy,;=MAX(0,X-S,) (114)

ii) Les bornes inférieures et supérieures de la grille doivent étre calculées en
conformité avec les équations (64) et (66).

iii) Comme le put est ici américain, on doit vérifier a chaque nceud la regle
d’exercice du put, c’est-a-dire que pour un nceud donné (i,j):

Ci; = MAX(C*;,X-Sy)) (115)
ou C*,; désigne le prix du pur au neeud (i,j) découlant de la solution du systeme
tridiagonal d’équations. On remarquera que pour un état j donné, c’est toujours le prix
de I’action correspondant a la date d’échéance de I’option, soit Sy ;, qui est utilisé, et
ce quelle que soit la période ou 1’on se situe dans la grille, contrairement a la procé-
dure suivie dans un arbre binomial ou le prix de 1’action différe a chaque nceud. Le
programme Visual Basic du calcul du prix du put américain par la méthode implicite
des différences finies se retrouve au tableau 8.13.

TABLEAU 8.13 Programme Visual Basic du calcul du prix d’un put
américain par la méthode implicite des différences finies

Sub putméthode_implicite( )

Sheet1.Activate

X=Range("X").Value

T=Range("T").Value

S=Range(”S").Value
sigma=Range("“sigma”).Value
r=Range(“taux”).Value

div=Range(“div"”).Value

N=Range(“N").Value

Dim i As Integer, j As Integer

Dim edx As Double, dt As Double, nu As Double, pu As Double, _
pm As Double, pd As Double

Dim lambda_L As Double, lambda_U As Double
Dim c() As Double, st() As Double

Nj=N

Range(”Nj”)=N;j

ReDim c(0 To N, -Nj To Nj)

ReDim st(-Nj To Nj)
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Dim pmp() As Double, pp() As Double
Dim k As Integer, w As Integer
ReDim pmp(-Nj To Nj)

ReDim pp(-Nj To Nj)

‘Calcul des constantes

dt=T/N

Range("dt”)=dt
dx=sigma*Sqr(3*dt)
Range("dx")=dx
nu=r-div-0.5*sigma’2
Range(“nu”)=nu

edx=Exp(dx)

Range(“edx")=edx
pu=-0.5*dt*((sigma / dx)*2+nu / dx)
Range(“pu”)=pu

pm=1+dt*(sigma / dx)A2+r*dt
Range(“pm”)=pm
pd=-0.5*dt*((sigma / dx)*2-nu / dx)
Range(“pd”)=pd

‘Calcul des prix de I'action a I'échéance
st(-Nj)=S*Exp(-Nj*dx)
Range(“stock”).0ffset(Nj, 0)=st(-Nj)
For j=-Nj+1 To Nj

st(j)=st(j-1)*edx
Range(“stock”).0ffset(-j, 0)=st(j)
Next j

‘Calcul des cash-flows de I'option a I'échéance
For j=-Nj To N;j

c(0, j)=Application.Max(0, X-st(j))
Range("putmat”).Offset(-j, 0)=c(0, j)
Next j

‘Calcul des bornes de I'option
lambda_L=-1*(st(-Nj+1)-st(-Nj))
Range(“lambdal”)=lambda_L
lambda_U=0
Range(“lambdaU”)=lambda_U
‘Marche arriere dans la grille

For i=N-1To 0 Step -1

‘Solution du systeme tridiagonal

‘substitution des bornes a j=-Nj into j=-Nj+1

pmp(-Nj+1)=pm+pd

Range(“pmp”).0ffset(Nj-1, i)}=pmp(-Nj+1)

pp(-Nj+1)=c(0, -Nj+1)+pd*lambda_L

Range(“pp”).0ffset(Nj-1, i)=pp(-Nj+1)

‘elimination de la diagonale supérieure

For k=-Nj+2 To Nj-1

pmp(k)=pm-pu*pd / pmp(k-1)

Range(“pmp”).0ffset(-k, i)=pmp(k)

pp(k)=c(0, k)-pp(k-1)*pd / pmp(k-1)

Range(“pp”).0ffset(-k, i)=pp(k)

Next k

‘Recours a la borne a j=Nj et a I'équation a
j=Nj-1

c(1, Nj)=(pp(Nj-1)+pmp(Nj-1)*lambda_U) /
(pu+pmp(Nj-1))

Range(“calltrid”).0ffset(-Nj, i)=c(1, Nj)

c(1, Nj-1)=c(1, Nj)-lambda_U

Range(“calltrid”).0ffset(-Nj+1, i)=c(1, Nj-1)

‘substitution rétrograde

For w=Nj-2 To -Nj+1 Step -1

c(1, w)=(pp(w)-pu*c(1, w+1)) / pmp(w)

Range(“calltrid”).Offset(-w, i)=c(1, w)

c(1, -Nj)=c(1, -Nj+1)-lambda_L

Range(“calltrid”).0ffset(Nj, i)=c(1, -Nj)

Next w

‘Application de la regle d’exercice

For j=-Nj To Nj

Range(“callverif”).0ffset(-j, i)=c(1, j)

c(0, j)=Application.Max(c(1, j), X-st(j))

Range(“callfin”).0ffset(-j, i)=c(0, j)

Next j

Next i

Range(“put”)=c(0, 0)

End Sub

Sous les mémes données que le probleme précédent, le prix du put américain, tel que
calculé par le programme de la méthode implicite, est de 2,57 $. Au tableau 8.14,
nous révélons les grilles qui servent a retracer cette solution.
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TABLEAU 8.14 Détail du calcul du prix du put américain
selon la méthode implicite

A B D E
12 |dt 0,333333 1 |Prix de I'action a I'échéance Cash-flows du put
13 |nu —0,01 2 a I'échéance
14 |edx 1,221403 3
15 |pu -0,158333 4
16 |pm 1,343333 5
17 |pd -0,175 6 81,99534602 0
18 |lambdal -5,467878 7 67,13211139 0
19 |lambdaU 0 8 54,96312412 0
9 45 0
10 36,84288389 8,157116111
11 30,16440207 14,83559793
12 24,69652362 20,30347638
F G H | J K L M N
1 pmp PP
2
3 i
4 1,32238 | 1,32238 | 1,32238 2 0,177361| 0,083029( 0,024439
5 1,322379 | 1,322379| 1,322379 1 0,801232| 0,468755| 0,184676
6 1,322336 | 1,322336| 1,322336 0 3,311227 | 2,46776 1,395447
7 1,319617 | 1,319617 | 1,319617 -1 10,56861 |10,52261 |[10,52261
8 1,168333 | 1,168333 | 1,168333 -2 15,79248 |15,79248 |15,79248
9 i 0 1 2 i 0 1 2
P a | r [ s T
1 Grille des cash-flows du put
2 ]
3 0,152366 | 0,071328 | 0,020995 3
4 0,152366 | 0,071328 | 0,020995 2
5 0,624145 | 0,363019 0,142168 1
6 2,578807 1,909679 1,072312 0
7 8,318261 8,203117 8,102646 -1
8 14,64439 14,62879 14,61517 -2
9 20,11227 20,09667 | 20,08305 -3
10 i 0 1 2

7 LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES DE CRANK-NICOLSON

Cette procédure pour calculer le prix d’une option est un raffinement de la méthode
implicite des différences finies. C’est, au dire de Clewlow et Strickland, une méthode
pleinement centrée en ce sens que les dérivées de 1’équation différentielle de Black
et Scholes sont centrées sur une période imaginaire (i + 1/2). Apres le recentrage de
ces dérivées, 1’équation différentielle de Black et Scholes devient:
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Cij—Cij 102 (Ci+1,j+l_2ci+l,j+Ci+1.j—l)+(ci,j+1_2Ci,j+ci,j—1) .
2AX?
(116)

+V[ (Ci+l,j+1 - Ci+l,j—1) + (Ci,j+1 - Ci,jl)J_ I‘( CintCi; )
4Ax 2

On voit que la méthode effectue une moyenne des approximations des dérivées
aux points (i) et (i + 1), donc en fait au point (i + 1/2), tandis que dans la méthode des
différences finies implicites, les dérivées n’étaient calculées que par rapport au point
i. La méthode de Crank-Nicolson fait une moyenne des dérivées telles que calculées
par les méthodes implicite et explicite : on calcule les dérivées aux pointsiet (i+ 1)
et I’on fait une moyenne. Mais la méthode de Crank-Nicolson demeure une méthode
implicite puisque sa solution requiert la résolution d’une matrice tridiagonale.

En regroupant les termes, I’équation (116) devient:

PyCija +PmCij+PaCijs = —PCisjur — (pm - Z)Ci+1,j = PeCinja (117)

ou

1 6> v
— At — 118
P 4 (sz Ax) (118)

2

A
p. =1+ At ZGXZ +r7t (119)

1 o> v
- SAt - - 120
Pa="% (sz Ax) (<8

Comme dans les cas précédents, il y a (2N; + 1) inconnues a chaque pas. Il existe
(2N; - 1) équations du type (117). Pour résoudre le systeme d’équations a chaque pas
de la grille, il faut ajouter ses bornes supérieure et inférieure :

Cin ~Cin, =1, (121)
Cin,, ~Cin =h (122)

Les (2N; — 1) équations du type (117) et les deux bornes constituent un systeme
tridiagonal d’équations pour calculer les (2N; +1) inconnues a chaque pas, qui sont les
cash-flows de I’option a ce pas. La procédure pour solutionner ce systeme d’équations
est identique a celle de la méthode implicite.
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En fait, la méthode de Crank-Nicolson’ est une moyenne des méthodes implicite
et explicite. Soit 0 une constante comprise entre O et 1. Pour le montrer, on peut écrire
les approximations numériques des dérivées premicre et seconde comme suit:

Cui-Ci Cii—Ciy
oX ), 2AX 2AX

(az_c) - (1— e)Ci+1,j - 2Ci,j + Ci—l,j 40 ci+1,j—1 - 2Ci,H + Ci—l,j—l (124)
ij

X’ (Ax)’ (Ax)°

Quand 6 = 0, on obtient la méthode explicite. Par ailleurs, quand 6 = 1, on
retrouve la méthode implicite. La méthode de Crank-Nicolson confére pour sa part une
valeur de 1/2 a 0. Elle peut donc étre considérée comme une moyenne des méthodes
explicite et implicite.

7.1. Cas du call européen

Au tableau 8.15 apparait le programme Visual Basic du calcul du prix d’un call
américain par la méthode de Crank-Nicolson, qui n’est qu’une simple variante de
celui présenté pour la méthode implicite.

Toujours selon les mémes données, la figure de la convergence de la méthode
de Crank-Nicolson vers la solution B-S apparait a la figure 8.7. Cette convergence
est un peu plus rapide que dans le cas de la méthode implicite, bien que la méthode
explicite continue de tenir le haut du pavé.

FIGURE 8.7 Convergence de la méthode Crank-Nicolson
vers la solution B-S

3,9
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2,7
2,5

0 20 40 60 80 100 120

9. Nous adoptons ici la méthode de James et Webber (2000).
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TABLEAU 8.15 Programme Visual Basic du calcul du prix d’un call
européen par la méthode de Crank-Nicolson

Sub call_CrankN( )

Sheet3.Activate

X=Range(“Xcn").Value

T=Range(“Tcn").Value

S=Range(”Scn”).Value

sigma=Range("“sigmacn”).Value

r=Range(“tauxcn”).Value

div=Range(“divcn”).Value

N=Range(“Ncn”).Value

Nj=Range(“Njcn”).Value

dx=Range(”dxcn”).Value

Dim i As Integer, j As Integer

Dim edx As Double, dt As Double, nu As
Double, pu As Double, _

pm As Double, pd As Double

Dim lambda_L As Double, lambda_U As Double

Dim c() As Double, st() As Double

ReDim c(0 To N, -Nj To Nj)

ReDim st(-Nj To Nj)

Dim pmp() As Double, pp() As Double

Dim k As Integer, w As Integer

ReDim pmp(-Nj To Nj)

ReDim pp(-Nj To Nj)

dt=T/N

Range(“dtcn”)=dt

nu=r-div-0.5*sigma’2

Range(“nucn”)=nu

edx=Exp(dx)

Range(“edxcn”)=edx

pu=-0.25*dt*((sigma / dx)*2+nu / dx)

Range(“pucn”)=pu

pm=1+0.5*dt*(sigma / dx)*2+0.5*r*dt

Range(“pmcn”)=pm

pd=-0.25*dt*((sigma / dx)A2-nu / dx)

Range(“pdcn”)=pd

st(-Nj)=S*Exp(-Nj*dx)

Range(“stocken”).0ffset(Nj, 0)=st(-Nj)

For j=-Nj+1 To Nj

st(j)=st(j-1)*edx

Range(“stockcn”).0ffset(-j, 0)=st(j)

Next j

For j=-Nj To N;j

c(0, j)=Application.Max(0, st(j)-X)

Range("putmatcn”).Offset(-j, 0)=c(0, j)

Next j

lambda_U=(st(Nj)-st(Nj-1))

Range(“lambdaUcn”)=lambda_U

lambda_L=0

Range(“lambdalcn”)=lambda_L

For i=N-1To 0 Step -1

pmp(-Nj+1)=pm+pd

Range(“pmpcn”).0ffset(Nj-1, i)=pmp(-Nj+1)

pp(-Nj+1)=-pu*c(0, -Nj+2)-(pm-2)*c(0, -Nj+1)-
pd*c(0, -Nj)+pd*lambda_L

Range(“ppcn”).0ffset(Nj-1, i)=pp(-Nj+1)

For k=-Nj+2 To Nj-1

pmp(k)=pm-pu*pd / pmp(k-1)

Range(“pmpcn”).Offset(-k, i)=pmp(k)

pp(k)=-pu*c(0, k+1)-(pm-2)*c(0, k)-pd*c(0, k-1)-
pplk-1)*pd / pmp(k-1)

Range(“ppcn”).0ffset(-k, i)=pp(k)

Next k

c(1, Nj)=(pp(Nj-1)+pmp(Nj-1)*lambda_U) /
(pu+pmp(Nj-1))

Range(“calltridcn”).Offset(-Nj, i)=c(1, Nj)

c(1, Nj-1)=c(1, Nj)-lambda_U

Range(“calltridcn”).Offset(-Nj+1, i)=c(1, Nj-1)

‘back-substitution

For w=Nj-2 To -Nj+1 Step -1

c(1, w)=(pp(w)-pu*c(1, w+1)) / pmp(w)

Range(“calltridcn”).Offset(-w, i)=c(1, w)

c(1, -Nj)=c(1, -Nj+1)-lambda_L

Range(“calltridcn”).0ffset(Nj, i)=c(1, -Nj)

Next w

For j=-Nj To Nj

c(0, j)=c(1,])

Next j

Next i

Range(“put1”)=c(0, 0)

End Sub
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Finalement, le tableau 8.16 propose un programme Visual Basic pour déterminer le
prix d’un put américain par la méthode de Crank-Nicolson'’.

TABLEAU 8.16 Programme Visual Basic du calcul du prix d’un put
américain par la méthode de Crank-Nicolson

Sub put_CrankN( )

Sheet3.Activate

X=Range(“Xcn").Value

T=Range("Tcn").Value

S=Range(“Scn”).Value

sigma=Range("”sigmacn”).Value

r=Range(“tauxcn”).Value

div=Range(“divcn”).Value

N=Range(“Ncn”).Value

Nj=Range(“Njcn”).Value

dx=Range(”dxcn”).Value

Dim i As Integer, j As Integer

Dim edx As Double, dt As Double, nu As
Double, pu As Double, _

pm As Double, pd As Double

Dim lambda_L As Double, lambda_U As Double

Dim c() As Double, st() As Double

ReDim ¢(0 To N, -Nj To Nj)

ReDim st(-Nj To Nj)

Dim pmp() As Double, pp() As Double

Dim k As Integer, w As Integer

ReDim pmp(-Nj To Nj)

ReDim pp(-Nj To Nj)

dt=T/N

Range("dtcn”)=dt

nu=r-div-0.5*sigma’2

Range(“nucn”)=nu

edx=Exp(dx)

Range(“edxcn”)=edx

pu=-0.25*dt*((sigma / dx)A2+nu / dx)

Range(“pucn”)=pu

pm=1+0.5*dt*(sigma / dx)*2+0.5*r*dt

Range(“pmcn”)=pm

pd=-0.25*dt*((sigma / dx)*2-nu / dx)

Range(“pdcn”)=pd

st(-Nj)=S*Exp(-Nj*dx)

Range(“stockcn”).0ffset(Nj, 0)=st(-Nj)

For j=-Nj+1 To Nj

st(j)=st(j-1)*edx

Range(“stockcn”).0ffset(-j, 0)=st(j)

Next j

For j=-Nj To N;j

c(0, j)=Application.Max(0, X-st(j))

Range("putmatcn”).Offset(-j, 0)=c(0, j)

Next j

lambda_L=-1*(st(-Nj+1)-st(-Nj))

Range(“lambdalcn”)=lambda_L

lambda_U=0

Range(“lambdaUcn”)=lambda_U

For i=N-1To 0 Step -1

pmp(-Nj+1)=pm+pd

Range(“pmpcn”).0ffset(Nj-1, i)=pmp(-Nj+1)

pp(-Nj+1)=-pu*c(0, -Nj+2)-(pm-2)*c(0, -Nj+1)-
pd*c(0, -Nj)+pd*lambda_L

Range(“ppcn”).0ffset(Nj-1, i)=pp(-Nj+1)

For k=-Nj+2 To Nj-1

pmp(k)=pm-pu*pd / pmp(k-1)

Range(“pmpcn”).0ffset(-k, i)=pmp(k)

pp(k)=-pu*c(0, k+1)-(pm-2)*c(0, k)-pd*c(0, k-1)-
pp(k-1)*pd / pmp(k-1)

Range(“ppcn”).0ffset(-k, i)=pp(k)

Next k

c(1, Nj)=(pp(Nj-1)+pmp(Nj-1)*lambda_U) /
(pu+pmp(Nj-1))

Range(“calltridcn”).Offset(-Nj, i)=c(1, Nj)

c(1, Nj-1)=c(1, Nj)-lambda_U

Range(“calltridcn”).Offset(-Nj+1, i)=c(1, Nj-1)

‘back-substitution

For w=Nj-2 To -Nj+1 Step -1

c(1, w)=(pp(w)-pu*c(1, w+1)) / pmp(w)

Range(“calltridcn”).Offset(-w, i)=c(1, w)

c(1, -Nj)=c(1, -Nj+1)-lambda_L

Range(“calltridcn”).Offset(Nj, i)=c(1, -Nj)

Next w

For j=-Nj To N;j

c(0, j)=Application.Max(c(1, j), X-st(j))
Next j

Next i

Range("put1”)=c(0, 0)

End Sub

10. Ce programme s’inspire de Brandimarte (2002).
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Nous voulons maintenant transposer la méthode de Crank-Nicolson (CN) en
langage Matlab. Nous voulons calculer le prix d’un put américain aux caractéristiques
suivantes: S =30; X =25;1r=0,08; t=6/12 et 0 = 0,2. Le programme Matlab qui

calcule le prix de ce put selon la méthode CN apparait au tableau 8.17.

TABLEAU 8.17 Calcul du prix d’un put américain en langage Matlab

% Méthode de Crank-Nicolson pour le calcul
d’un put américain

function prix = PutameCN(S0,X,r.t,sigma,Smax,
ds,dt,omega,tol)

m=round(Smax/ds); ds=Smax/m; % Création de
la grille

n=round(t/dt); dt=t/n;

ancval=zeros(m-1,1); % vecteurs pour la mise a
jour pour la méthode de Gauss-Seidel

nouvval=zeros(m-1,1);

vets=linspace(0,Smax,m+1)’;

veti=0:n; vetj=0:m;

% Mise en place des conditions de frontiére
‘boundary conditions’

profit=max(X-vets(2:m),0);

valpasse=profit; % valeurs pour la derniere
strate

valfrontiere=X*exp(-r*dt*(n-veti)); % valeurs
frontiéres

% établissement des coefficients et du coté
droit de la matrice

alpha=0.25*dt*(sigma’2*(vetj.A2)-r*vetj);

beta=-dt*0.5*(sigma’2*(vetj.A2)+r);

gamma=0.25*dt*(sigma’2*(vetj.A2)+r*vetj);

m2=diag(alpha(3:m),-1)+diag(1+beta(2:
m))+diag(gamma(2:m-1),1);

% solution de la séquence d'équations par la
méthode SOR : Successive OverRelaxa-
tion method

%=Jacobi+Gauss-Seidel. Projected SOR :
bonne pour I'exercice anticipé ‘prématuré’

% ou tout probleme linéaire multivarié. Ref.
Tavella 2002.

aux=zeros(m-1,1);

for i=n:-1:1

aux(1)=alpha(2)*(valfrontiere(1,i)+valfrontiere(
1,i+1));

% établissement du c6té droit de la matrice et
initialisation

rhs=m2*valpasse(:)+aux;

ancval=valpasse;

erreur=REALMAX;

while tol<erreur

nouvval(1)=max(profit(1),ancval(1)+omega/(1-
beta(2))*(rhs(1)-(1-beta(2))*ancval(1)+gam
ma(2)*ancval(2)));

for k=2:m-2

nouvval(k)=max(profit(k),ancval(k)+omega/(1-b
eta(k+1))*(rhs(k)+alpha(k+1)*nouvval(k-1)-
(1-beta(k+1))*ancval(k)+gamma(k+1)*anc
val(k+1)));

end

nouvval(m-1)=max(profit(m-1),ancval(m-
1)+omega/(1-beta(m))*(rhs(m-
1)+alpha(m)*nouvval(m-2)-(1-beta(m))
*ancval(m-1)));

erreur=norm(nouvval-ancval);

ancval=nouvval;

end

valpasse=nouvval;

end

% Trouver le point le plus prés de S0 sur la
grille et donner les possibilités de prix

% par interpolation linéaire

nouvval=[valfrontiere(1); nouvval;0] % ajouter
les valeurs manquantes

jbas=floor(S0/ds);

jhaut=ceil(S0/ds);

if jpbas==jhaut
prix=nouvval(jbas+1,1);
else

prix=nouvval(jbas+1,1)+(S0-jbas*ds)*(nouvvall(j
haut+1,1)-nouvval(jhaut+1,1))/ds;

end
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Pour mettre en ceuvre ce programme, on écrit la commande qui suit dans Matlab:
tic, p=PutameCN(30,25,0.08,6/12,0.3,100,1,1/1500,1.2,0.0001), toc

Et on obtient le résultat suivant:

1,7052 0,0002 0,0000
nouvval = 1,3278 0,0001 0,0000

1,0232 0,0001 0,0000
24,0197 0,7809 0,0001 0,0000
24,0000 0,5906 0,0000 0,0000
23,0000 0,4430 0,0000 0,0000
22,0000 0,3297 0,0000 0,0000
21,0000 0,2437 0,0000 0,0000
20,0000 0,1789 0,0000 0,0000
19,0000 0,1306 0,0000 0,0000
18,0000 0,0949 0,0000 0,0000
17,0000 0,0686 0,0000 0,0000
16,0000 0,0493 0,0000 0,0000
15,0000 0,0354 0,0000 0,0000
14,0000 0,0253 0,0000 0,0000
13,0000 0,0180 0,0000 0,0000
12,0000 0,0128 0,0000 0,0000
11,0000 0,0091 0,0000 0,0000
10,0000 0,0064 0,0000 0,0000
9,0000 0,0045 0,0000 0
8,0000 0,0032 0,0000
7,0000 0,0022 0,0000 p=
6,0000 0,0016 0,0000
5,0090 0,001 0,0000 0,4430
4,1357 0,0008 0,0000
3,3742 0,0005 0,0000 elapsed_time =
2,7196 0,0004 0,0000
2,1659 0,0003 0,0000 3,6960

Le prix du put américain est donc de 0,443 0. Dans le chapitre précédent ayant
trait a I’approche binomiale, nous avions mis environ 25 minutes pour effectuer ce
calcul avec 10 000 pas a I’aide d’un ordinateur Tecra S1 comportant 1 gigaoctet de
RAM. Avec la méthode de CN, le méme calcul s’est effectué en moins de 4 secondes.
On comprend rapidement pourquoi les méthodes aux différences finies sont tres utili-
sées. Cet exemple un peu exagéré illustre tout de méme I’efficacité de la méthode des
différences finies de Crank-Nicolson.
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Voici quelques précisions sur une autre méthode, la méthode SOR : Successive
OverRelaxation". Cette méthode itérative se base sur deux autres : la méthode de Jacobi
et celle de Gauss-Seidel. Mathématiquement, la méthode SOR est construite a partir
d’une moyenne de la Gauss-Seidel avec son itération précédente, c’est-a-dire:

u :H—l n+l + (1 a)u

(125)

IJ j
j<i i

ou ;" ( =Y auit =Y auf J On constate en effet que la méthode SOR est

une moyenne pondérée ou le coefficient de pondération, nommé en 1’occurrence
parametre d’overrelaxation, est représenté par o. La valeur optimale de ce dernier
est généralement difficile a calculer. Dans les applications financieres, le choix le
plus fréquent est de poser a = 1. Expliquons quelque peu les méthodes de Jacobi et
de Gauss-Seidel.

La méthode de Jacobi se présente comme suit. Supposons un systeéme d’équa-
tions linéaires:

Zaijuj:fi, i=1..n (126)

En solutionnant pour une inconnue particulieére et en supposant que nous connaissons
toutes les autres valeurs, on obtient I’expression

a (f.—Za u. J (127)

Cette équation nous suggere la forme itérative (algorithme) suivante :

ut = (f - au } (128)

j#i

ol n représente la n° itération, qu’il ne faut pas confondre avec le pas (time step),
celui-ci représentant un intervalle de temps.

La méthode de Gauss-Seidel est une généralisation de celle Jacobi. La diffé-
rence est qu’elle est augmentée du changement dans les inconnues. L’algorithme se
présente comme Ssuit.

ult = ( -y au '}”—Zaiju?) (129)

j<i i

11. Ace sujet, on consultera R. Tavella (2002), Quantitative Methods in Derivatives Pricing : An Intro-
duction to Computational Finance, John Wiley & Sons, New York.
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function [v,m]=nombredirection(p,m0,n)

degre=length(p)-1;

p=p(2:degre);

m=[m0,zeros(1,n-degre)];

for i=(degre+1):n
m(i)=bitxor(m(i-degre),2Adegre*m(i-degre));
for j=1:(degre-1)
m(i)=bitxor(m(i),2A]*p(j)*m(i-j));

end

end

v=m./(2.A(1:length(m)));

RESUME

Comme nous avons pu le constater dans ce chapitre, a I’instar de la technique de 1’arbre
binomial, les méthodes des différences finies font appel a une grille pour déterminer
le prix d’une option. Mais ces méthodes essaient de calculer un flux monétaire en
chaque point de la grille et non pas seulement sur une partie, comme c’est le cas
pour I’arbre binomial. Elles sont donc susceptibles de converger plus rapidement que
I’arbre binomial vers le calcul de I’espérance neutre au risque a laquelle s’identifie le
prix de I’option. Pour sa part, la technique de 1’arbre trinomial, qui couvre une plus
grande partie de la grille que 1’arbre binomial, s’identifie avec la méthode explicite
des différences finies.

Certes, les méthodes aux différences finies, en visant a couvrir toute la surface
de la grille de calcul, s’apparentent de trés pres a la procédure de la méthode de
simulation de Monte Carlo pour calculer une espérance tel le prix d’une option. Mais
on a pu constater dans le chapitre ayant trait a la simulation de Monte Carlo que les
trajectoires du sous-jacent ne couvrent pas a priori toute la surface d’intégration
comme c’est le cas pour les techniques des différences finies, ou les trajectoires sont
soumises a des conditions beaucoup plus spécifiques qui les forcent a se déplacer
sur toute la surface de la grille de calcul. Pour arriver au méme résultat dans le cadre
de la simulation de Monte Carlo, il faut recourir aux techniques de réduction de la
variance comme les séquences de nombres quasi aléatoires qui tentent de forcer les
trajectoires du sous-jacent a couvrir toute la surface d’intégration. Les méthodes des
différences finies sont donc susceptibles de converger beaucoup plus rapidement
vers leur cible que la simulation de Monte Carlo. Mais ces méthodes deviennent de
plus en plus difficiles & manipuler au fur et a mesure que le nombre de dimensions
du probléme augmente, alors que la simulation de Monte Carlo est beaucoup plus
flexible sur ce plan.
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CHAPITRE

9

LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE
ET LEQUATION DE BELLMAN

L’équation de Bellman est une extension des travaux de Hamilton et de Jacobi en
physique classique. C’est pourquoi on I’appelle couramment I’équation de Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB). Bellman (1920-1984) a pour sa part fondé la programmation
dynamique moderne en 1953. Il a aussi effectué d’importantes contributions aux
domaines des mathématiques pures et appliquées.

L’équation de Bellman a trouvé plusieurs applications dans le domaine
des sciences de la gestion, et plus particulicrement en sciences économiques et en
finance. En sciences économiques, elle sert entre autres a déterminer le plan optimal
de consommation d’un agent sur la durée de sa vie. En finance, elle est primordiale
dans la détermination du prix d’une option américaine. La régle d’exercice qui est
appliquée a chaque nceud de I’arbre binomial pour déterminer si une option sera
exercée A ce nceud est une variante de 1’équation de Bellman. A chaque nceud de
I’arbre, on doit en effet déterminer s’il y a arrét, c’est-a-dire exercice, ou poursuite.
Or, la détermination du temps d’arrét optimal (optimal stopping time) est du ressort
de I’équation de Bellman.

L’analyse dynamique financiére ou économique comporte souvent trois compli-
cations qui ne sont pas présentes dans I’analyse dynamique des modeles de systemes
en physique. Premi¢rement, les humains sont des étres pensants capables d’analyser
leurs actions présentes de méme que leurs actions futures (forward-looking). De
ce fait, les modeles dynamiques financiers qui peuvent étres utilisés pour faire des
prévisions sont des plus utiles. Deuxieémement, plusieurs aspects du comportement
humain sont imprévisibles. Par conséquent, les modeles dynamiques financiers
valables sont essentiellement de nature stochastique. Troisiemement, la composante

1. Pour rédiger ce chapitre, nous nous inspirons fortement de : Miranda et Fackler (2002) ; Judd (1998);
Briys et Viala (1995); Tavella (2002).
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non prévisible du comportement humain est souvent trés complexe. Les modeles
dynamiques, également de nature non linéaire, sont des lors appropriés pour prendre
en compte cette complexité.

Les complications causées par le fait que les modeles dynamiques sont par
essence forward-looking, stochastiques et non linéaires, rendent impossible I’obten-
tion d’une solution analytique a tous les modeles dynamiques mais seulement a un
petit nombre d’entre eux. Néanmoins, la prolifération des ordinateurs personnels
et ’augmentation de leur rapidité de concert avec les progres effectués en finance
computationnelle permettent une analyse plus en profondeur des modeles dynami-
ques stochastiques non linéaires, sans solutions analytiques, en utilisant les méthodes
numériques. Dans la section qui suit, nous allons discuter une méthode issue de la
programmation dynamique, nommée méthode de Bellman. Cette méthode permet
de trouver les solutions a des modeles complexes, tels que les modeles dynamiques
stochastiques linéaires ou non linéaires en temps discret. Nous ne discuterons donc pas
des solutions aux modeles de nature continue qui utilisent la méthode de Hamilton-
Jacobi-Bellman?, mais nous nous limiterons aux modéles en temps discret.

1. LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE DISCRETE

Les modeles de décision de type markovien discrets ont une structure telle qu’a
chaque période t, un agent financier observe I’état dans lequel le systéme financier
se trouve, noté s, (s pour state), effectue une transaction x,, et obtient le gain f(s,, X,),
qui dépend de I’état de la nature et des actions ou transactions effectuées. L’espace
d’états S, qui énumere tous les états possibles accessibles par le systéme, et I’espace
d’action X (les transactions financiéres), qui énumere toutes les actions possibles
prises par 1’agent financier, sont tous les deux finis. L’état du systéme financier est
un processus de Markov contr6lé, c’est-a-dire que la distribution de probabilités de
I’état de la prochaine période, conditionnellement a toute 1’information disponible au
présent, dépend seulement de I’état présent et des actions de I’agent. On peut formuler
cette relation comme suit:

P(s,. =5/s, =5, X, =X, autres informations disponibles en t) = P(s's,x)

Un modele de décision markovien peut étre déterministe ou stochastique. Il est
déterministe si I’état de la prochaine période est connu avec certitude lorsque 1’état
de la période présente 1’est et que ses actions sont connues. Dans ce cas, il peut étre
utile d’utiliser, au lieu des probabilités de transition P qui servent a la description de
I’évolution de I’état, une fonction déterministe g de 1’état qui identifie explicitement
I’état de transition, donnée par:

2. Pour une introduction parcimonieuse a ce sujet, on consultera les annexes de Briys et Viala
(1995).
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St = g(st , Xt)

Les modeles de décision markoviens discrets peuvent étre analysés en recou-
rant a la programmation dynamique qui, en 1’occurrence, est basée sur le principe
d’optimalité’.

Notons par V(s) la fonction de valeur, soit la somme maximale accessible des gains
présents et futurs, sachant que le systeme se trouve dans 1’état s de la période t. Le
principe d’optimalité de Bellman implique que la fonction de valeur V,, qui est une
application de S dans 1’univers des réels, i.e. V, :S — R, doit satisfaire:

V,(s) = )I:Q)Z(i();){f(S,X)%— 8 P(s'|s,x)VH1(s‘)}, seS, t=12,3..T
s'eS

Cette équation, nommée en ’occurrence 1’équation de Bellman, a été développée
par Richard Bellman en 1957. Elle a la propriété de capter I’essentiel du probléme
dynamique auquel un agent financier est confronté. En effet, ’agent financier a
besoin d’équilibrer de facon optimale son gain présent f(s,x) et son gain espéré futur
8E,V,,; (S ) - Dans un modele a horizon fini, on adoptera la convention que I’agent
financier optimisateur fait face a des décisions dans I'intervalle de période s’étirant
de 1aT < oo.L’agent ne doit étre soumis a aucune décision apres la période T mais
peut encaisser un gain final de Vi,;(s;,;). Dans plusieurs cas, cette valeur est fixée a
z€ro, ce qui signale qu’aucun gain ne peut étre réalisé apres la période de décision
terminale T.

Pour que les modeles markoviens discrets a horizon fini soient biens formulés,
il faut que I’analyste spécifie la condition terminale V;,,. Etant donné cette valeur
terminale de la fonction de valeur, le modele peut en principe se résoudre récursi-
vement en répétant I’application de I’équation de Bellman, c’est-a-dire : étant donné
V;,,, trouver Vi (s) pour tout état s ; étant donné V., solutionner V. ,(S) pour tout état
s; étant donné V., trouver V;_,(S) pour tout état s; et ainsi de suite. Le processus
s’opere jusqu’a ce que I’on obtienne V,(s) pour tout état s. Parce qu’il ne peut y
avoir qu’un nombre fini d’actions possibles, le probléme d’optimisation implicite a
I’équation de Bellman peut toujours se résoudre en effectuant un nombre fini d’opé-
rations arithmétiques. Donc, la fonction de valeur d’un mod¢le markovien discret a
horizon fini est toujours bien définie, sauf dans quelques cas ou plus d’une séquence
de politiques peuvent donner un maximum.

3. «Le principe d’optimalité peut s’articuler comme suit. Une politique optimale a la propriété que,
peu importe ce que sont 1’état et la décision initiale, les décisions restantes doivent constituer une
politique optimale en regard de 1’état résultant de la premiére décision» (Bellman, 1957).
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Si le probléme de décision comporte un horizon infini, la fonction de valeur
ne dépendra plus du temps t. On peut alors se débarrasser des indices et écrire I’équa-
tion de Bellman comme un vecteur équation a point fixe ou la seule inconnue est la
fonction de valeur V.

V(s) = @%{f(s,x) +8Y P (s'Is,X)V(S')}, seS

s'eS

Si le facteur d’actualisation est & < 1, le mapping sous-jacent de 1’équation a point
fixe de Bellman est une contraction forte sur un espace euclidien. Le théoreme de
contraction mapping garantit donc I’existence et I’unicité de la fonction de valeur a
horizon infini.

2. UTILISATION DE L’EQUATION DE BELLMAN EN FINANCE ET
PROGRAMME /MATLAB: UN MODELE DE PRICING D'ACTIF FINANCIER*

Considérons le modele de pricing d’actif financier suivant o 1’on suppose un
processus d’état exogene de dividendes d donné par:

dt+l = g(dt’ et+1)

On suppose également que le prix d’une action p est donné par I’équation d’équilibre
suivante :

u'(d)p(d) - 3E. [u'(g(d.e))(p(g(d,e)) +g(d,e)] = 0

ou u(.) est une fonction d’utilité et E(.) désigne I’espérance conditionnelle. Cette
équation est obtenue de la dérivée premicre de la fonction de valeur par rapport a
d et en ajoutant p comme étant solution de cette condition d’équilibre, qui est aussi
nommée «condition d’Euler». En utilisant la notation usuelle des mod¢les d’antici-
pations rationnelles, la fonction d’anticipation s’écrit:

h(d,p) = u'(d)(p +d)

La fonction d’équilibre est donnée par:
f(d,p,E(h)) = u'(d)p - E(h)

4. Cetexemple est tiré de Miranda et Fackler (2002). Nous avons toutefois modifié¢ I’exemple numérique
pour illustrer I’utilisation de la fonction spline dans Matlab.
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Pour ce modele de pricing, il est possible d’obtenir une approximation de la fonction
de réponse de p qui est de la forme:

p(d) = 3¢ 0,(d)
=1

ou ¢ et n sont des fonctions de base (basis functions) spécifiées par 1’analyste. La
méthode numérique de la collocation, que nous introduisons ici, requiert que les coef-
ficients ¢ soient fixés et que les n neeuds de collocation d,,d,,d,,...,d, satisfassent
exactement la condition d’équilibre. Plus spécifiquement, pour introduire la méthode
de collocation, prenons 1’exemple classique en économie mathématique, qui est de
solutionner le probléme de fonction implicite univariée. Dans ce probleme, il faut
trouver une fonction f:[a,b]—> R qui satisfait: g(x,f(x)) = 0 pour xe [a,b], oul g est une
application R?>—> R connue. La méthode de collocation consiste en 1’approximation
de la fonction générale f en utilisant une combinaison linéaire de n fonctions de base
connues. Celle-ci prend la forme suivante :

f00 = Y ¢,0,00)
j=1

ou les n coefficients ¢; sont fixés en requérant que I’approximation (f) satisfasse
I’équation fonctionnelle aux n points prescrits x; dans I’intervalle [a,b], appelés nceuds
de collocation. La méthode de collocation requiert de trouver les n coefficients ¢; qui

satisfont simultanément les n équations non linéaires (équations de collocation):

g(xi,zn:ch)j(xi)] =0 i=12,3...,n
j=1

Donc, la méthode de collocation consiste a remplacer le probléme d’une
équation fonctionnelle de dimension infinie par le probleme de dimension finie de
recherche des racines, ce qui peut s’effectuer par les méthodes standards comme celle
de Newton ou de Broyden. En général, I’approximation ( f ) construite par la méthode
de collocation ne solutionnera pas exactement I’équation fonctionnelle, ¢’est-a-dire que
g(x,f(x)) ne sera pas exactement égal a zéro sur I’intervalle [a,b], sauf aux nceuds de
collocation ou, par définition, ils sont nuls. L’approximation ( f ) sera jugée acceptable
si la fonction résiduelle r(x) =g(x,f(x)) est proche de zéro sur I’intervalle [a,b].

Donc, dans le cadre de notre probléme de pricing, 1a méthode de collocation
requiert que les coefficients ¢, soient fixés en exigeant que les n nceuds de collocation
satisfassent la condition d’équilibre donnée par:

u'(d;) Y ¢;0,(d;) - 8E, U'(g(di,e))(zc,-¢,-(g(dwe))+g(di,e)) =0
=1

=1
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ou plus succinctement :

Bc=y

c’est-a-dire que les ¢ peuvent €tre obtenus numériquement, dans Matlab, en
calculant:

c=B\y

ou ¢ est un vecteur de dimension (n X 1) de coefficients de base et B, une matrice de
dimension (n X n) ayant pour élément typique :

B, = u'(d,)o,;(d;) - 8E[u'(g(d;,€))0;(g(d;.€))]

et ol y est un vecteur de dimension (n X 1) prenant la forme suivante:

y; =8E,[u'(g(d; €))g(d;,e)]

En d’autres termes, 1’équation de collocation est linéaire (Bc = y). Pour rendre
I’exemple plus concret, nous donnerons une forme fonctionnelle a la fonction d’uti-
lité, soit la suivante :

(1)
(1-B)

ol x est égal a d dans notre application et u'(x) = x ™. Nous supposons également que
I’évolution des dividendes suit un processus de retour vers la moyenne donné par:

u(x) =

dt+1 = g(dt’et+1) =a+y(dt _a)+e

t+1

ol e est un terme aléatoire NID(0,6%). Afin de calculer les espérances, nous utilisons
une quadrature gaussienne pour les noeuds et les poids normaux e, et w,. Le mode¢le
peut étre solutionné en utilisant les routines Matlab faisant partie de la Toolbox
CompEcon’. 11 faut d’abord définir les paramétres entrant dans le modele. Ces para-
metres sont la moyenne de long terme du dividende (d ), la vitesse de retour vers la
moyenne (le coefficient d’attraction) du dividende (y), I’écart type du dividende (o),
le coefficient d’aversion au risque entrant dans la fonction d’utilité (B) et le taux d’ac-
tualisation (8). Dans Matlab, ces paramétres peuvent étre spécifiés comme suit:

>> dbar=1.0;
>> gamma=0.6;
>> beta=0.5;
>> sigma=0.2;
>> delta=0.85;
>> nshocks=3;

5. Cette Toolbox peut étre obtenue via le site Internet: <mitpress.mit.edu/CompEcon>.
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Ensuite, il suffit de spécifier les chocs aléatoires normaux dans leur intervalle
de variation, le type de méthode que 1’on veut utiliser pour 1’approximation de notre
fonction ; en I’occurrence, nous avons utilis€ la fonction spline (‘spli’ dans la fonction
Matlab fundefn). 11 faut ensuite spécifier la fonction de dividende, ici notée par dnext.
Nous devons également spécifier a Matlab la forme que prendront B et y. Ensuite, on
calcule la valeur de c. Enfin, on obtient la valeur de p, que I’on illustre par la fonction
plot(p), en fonction du dividende d.

>> [e,w]=gnwnorm(nshocks,0,sigma’2);

>>n=10;

>> dmin=dbar+min(e)/(1-gamma);

>> dmax=dbar+max(e)/(1-gamma);
>>fspace=fundefn('spli’,n,dmin,dmax);
>>B=diag(dnode.*(-beta))*funbas(fspace,dnode);

>>y=0;
>> K=3;

>> for k=1:K

dnext=dbar+gamma*(dnode-dbar)+e(k);
B=B-delta*w(k)*diag(dnext.A(-beta))*funbas(fspace,dnext);
y=y+delta*w(k)*dnext.A(1-beta);

end

>> ¢c=Bly;

>> d=nodeunif(10*n,dmin,dmax);
>> p=funevall(c,fspace,d);

>> plot(p)

Quelques mots sur les fonctions Matlab CompEcon utilisées pour réaliser ce
calcul. Nous avons utilisé les fonctions suivantes qui se définissent comme suit:

1.

[e,w]=gnwnorm(nshocks,0,sigma”2): Cette routine sert a générer la
quadrature gaussienne pour les nceuds et les poids de variables aléatoires
normales. La syntaxe est la suivante: [x,w]=qnwnorm(n,mu,var), ou n est
le nombre de variables désirées, mu, la moyenne de la normale désirée
et var la variance désirée. Par exemple, supposons que 1’on veuille
calculer I’espérance de exp(X), ou X est distribué normalement avec une
moyenne de 3 et une variance de 5. On peut approximer cette espérance,
pour les spécifications données, comme suit: [x,w]=gnwnorm(4,3,5);
esperance=w'*exp(x);

fundefn(‘spli’,n,dmin,dmax): Cette routine sert a construire une approxi-
mation pour une fonction sur un intervalle donné, soit, dans notre cas,
dmin et dmax, en utilisant une méthode d’interpolation donnée; dans
notre cas nous avons choisi la function spline ‘spli’ d’ordre n = 10 (sinon
elle est cubique par défaut). Nous aurions pu utiliser d’autres méthodes
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d’interpolation comme la méthode du polyndéme de Chebychev (cheb ou
lin) pour un spline linéaire. A noter que dans certains cas, il faut préter
attention au type de spline utilisé, car il est possible, par exemple, que la
fonction spline cubic introduise des vagues dans 1’approximation. Dans
ce cas, il est préférable d’utiliser un spline linéaire. Dans d’autres cas,
la méthode de Chebychev peut également introduire des vagues dans
I’approximation. La syntaxe de la fonction est la suivante: fspace =
fundefn(bastype,n,a,b,order), ou bastype : splin, lin, cheb, n est le vecteur
du degré d’approximation pour chaque dimension; a est un vecteur qui
représente la borne gauche de I’intervalle, b, 1a borne droite de I’intervalle
d’interpolation et order, 1’ordre du polynéme d’approximation.

3. funbas(fspace,dnext). Cette fonction sert a évaluer la fonction fspace a
dnext. Ici, la fonction fspace est notre fonction spline. La syntaxe de cette
fonction est donnée par: B=funbas(fspace,x,order) oul fspace est la fonction
de base, x, les points ou la fonction doit €tre évaluée et order, I’ordre de
la dérivée a effectuer sur la fonction de base.

4. nodeunif(10*n,dmin,dmax). Elle sert a générer un vecteur de 10*n = 100
états distribués €galement sur ’intervalle d’approximation [dmin, dmax].
En d’autres termes, cette routine sert a générer une grille d’états sur I’in-
tervalle donné.

5. funeval(c,fspace,d). Cette fonction sert a évaluer une fonction au méme
titre que la fonction funbas(fspace,x). La syntaxe de cette fonction est
donnée par: y=funeval(c,fspace,x). Par exemple, la comparaison de funbas
a funeval peut s’effectuer comme suit. Pour évaluer une fonction f sur un
intervalle donné [1,1], on doit d’abord définir la fonction f:

function y=f(x,alpha)
y=exp(-alpha*x);

que I’on enregistre dans Matlab comme f.m. Ensuite, on approxime cette fonction par
une méthode, soit une Chebychev d’ordre 10: fspace=fundefn(‘cheb’,10,-1,1). Par la
suite, on effectue I’estimation pour un parametre donné : c=funfitf(fspace, f’alpha); on
définit la grille : x=nodeunif(100,-1,1); et enfin, on évalue la fonction sur cette grille:
y=funeval(c,fspace,x). On peut également effectuer la méme opération en utilisant la
fonction funbas. En effet, il suffit de calculer: B=funbas(fspace,x); ensuite, on calcule
y par: y = B¥c.
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6) funnode. La routine funnode, dont la syntaxe est: x=funnode(fspace), sert a calculer
les neeuds standards servant a 1’interpolation et a I’estimation de fonctions. Cette
fonction retourne une matrice de dimension (1 X d) ou un vecteur de dimension n si
d = 1 associ€ a une fonction spécifique.

Le résultat de la programmation dynamique de Bellman pour le modele
de pricing d’actions en fonction d’un dividende stochastique est représenté a la
figure 9.1.

FIGURE 9.1 Evolution du prix en fonction du dividende
en utilisant la fonction spline

g prix de 'action

1
A3 30 a0 40 09 1.1 13 14 1.7 19 21

1 1 1 1 1

d: dividende

On constate que ce modele a dividende stochastique répond a nos attentes,
a savoir que le prix de 1’action est une fonction croissante du dividende. En effet,
dans un modele standard du type Gordon-Shapiro, puisque le prix (p) est la somme
actualisée des dividendes (d), une augmentation de d implique une hausse de p. Le
modele stochastique que nous avons analysé n’est pas contradictoire avec 1’analyse
classique méme s’il est augmenté d’un processus de retour vers la moyenne pour le
dividende.
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Finalement, afin d’évaluer la qualité de I’approximation obtenue, il nous faut
calculer I’écart résiduel qui devrait se situer pres de zéro. Dans Matlab, il suffit d’entrer
le code suivant pour obtenir la figure de cet écart:

>> d=nodeunif(10*n,dmin,dmax);
>> p=funevall(c,fspace,d);

>> Eh=0;

>>m=3;

>> for k=1:m
dnext=dbar+gamma*(d-dbar)+e(k);
h=diag(dnext.A(-beta))*(funeval(c,fspace,dnext)+dnext);
Eh=Eh+delta*w(k)*h;

End

>> resid=(d.A-beta).*p)-Eh;

>> plot(resid)

Voici I’interprétation du programme. dnext est utilisé pour générer le processus de
retour vers la moyenne pour le dividende. h est défini comme suit: h = (dm’[5 Yp+d.,)
et Eh = SEE[(dm’B )(p+d,,,)]. ce qui correspond au deuxieme membre de I’équation
d’équilibre. Pour calculer ’erreur, il suffit de compléter la vérification de la condition
d’équilibre, c’est-a-dire d[’flp — Eh, qui devrait étre pres de zéro. La figure 9.2 illustre
ce calcul en fonction du dividende.

Comme on peut le constater, 1’écart est tres faible. On en conclut donc que la
fonction spline performe bien dans cette situation. A remarquer que nous aurions pu
utiliser I’approximation de Chebychev. Les résultats obtenus de celle-ci sont simi-
laires pour cette application, ce qui est rassurant, car elle nous conforte dans notre
résultat. Mais comme nous 1’avons mentionné plus haut, ces deux méthodes ne sont
pas toujours valables dans toutes les situations. Elles peuvent en effet donner des
résultats bien différents. Elles ont leurs forces et leurs faiblesses.
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FIGURE 9.2 Erreur d’approximation en fonction du dividende
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RESUME

La programmation dynamique s’infiltre de plus en plus dans le domaine de la finance.
A titre d’exemple, la construction de 1’arbre binomial d’une option américaine est
basée sur I’équation de Bellman, qui est la clé de volte de la programmation dyna-
mique. En effet, a chaque nceud de I’arbre (état de la nature), I’investisseur doit décider
s’il exerce son option ou s’il poursuit, ce qui constitue essentiellement un probleme
de programmation dynamique puisque I’investisseur doit déterminer le temps d’arrét
optimal qui est représenté par I’exercice de I’option. Apres avoir montré comment on
peut résoudre des problemes d’analyse dynamique a partir de I’équation de Bellman,
nous présentons une application Matlab de valorisation du prix d’une action dont
le dividende obéit a un processus de retour vers la moyenne. Cette application se
fonde sur le modele de Miranda et Fackler (2002), que nous adaptons a la technique
d’approximation du spline.
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10

LES CONTRATS ATERME

Les marchés a terme ont connu un développement fulgurant depuis le milieu des
années 1970, alors méme que démarrait le marché des options. Certes, il existait des
marchés a terme sur les matiéres premiéres aux Etats-Unis depuis la deuxiéme moitié
du XIXe siecle et I’on recourait méme a de tels contrats sur une plus faible échelle
depuis I’ Antiquité pour s’assurer des prix des mati¢res premicres, entre autres. Il faut
aussi mentionner que les banques concluaient depuis déja trés longtemps des contrats
a terme sur les devises pour les clients qui souhaitaient fixer a I’avance un taux de
change futur, mais ces contrats n’étaient pas négociables en Bourse. Ils étaient rédigés
selon les dispositions demandées par le client, et donc «faits sur mesure' ».

Une grande partie de ce chapitre consacré a la théorie financiere des contrats a
terme concerne la détermination des prix a terme et les opérations de couverture qui
peuvent étre effectuées a partir de ceux-ci. L’utilité des prix a terme comme outil de
prévision est également abordée. Finalement, nous passerons en revue les contrats a
terme sur les indices boursiers et les titres a revenus fixes qui existent au Canada.

1. DEFINITION D'UN CONTRAT A TERME

Un contrat a terme est un véhicule financier qui promet de livrer son sous-jacent, soit
un instrument financier ou un bien, a une date et a un prix déterminé a I’avance.

1. Il s’agissait donc de contrats a terme de gré a gré (forward contracts en anglais).
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FIGURE 10.1 La création d’un contrat a terme

a) Levendeuretl'acheteurs'entendent surun prix de 508 par baril de pétrole livré en décembre 2006.
La transaction comporte 1 000 barils.

Promet de payer 50 000$
Acheteur

»
'

Vendeur

A

Promet de livrer 1 000 barils

b) La chambre de compensation devient I'intermédiaire dans le contrat

Promet de payer Promet de payer
50 000% 50 000%
Acheteur
Chambre Vendeur
- -
Promet de livrer Promet de livrer
1000 barils 1000 barils

Supposons que le contrat & terme qui apparait a la figure 10.1% a été conclu en
septembre 2006. Mais établissons avant tout une distinction entre contrat au comptant?
et contrat a terme. Le contrat au comptant prévoit la livraison immédiate du titre ou
du bien sous-jacent alors qu’avec un contrat a terme, la livraison du bien, comme
son nom I’indique, ne se fera que dans un certain laps de temps, soit dans trois mois
pour le contrat de la figure 10.1.

Le contrat a terme de la figure 10.1 promet la livraison de 1 000 barils de
pétrole dans trois mois au prix de 50$ le baril. A 1’échéance du contrat, 1’acheteur
prendra livraison des barils de pétrole et remettra au vendeur 50 000$. Le prix a
terme du pétrole, soit 50$, est donc connu a I’avance. A I’échéance du contrat, soit
en décembre 20006, 1’acheteur paiera chaque baril de pétrole 50$, ni plus ni moins,
et cela en vertu de I’engagement pris par le vendeur en septembre 2006. L’acheteur
connait donc le prix qu’il paiera pour chaque baril de pétrole dés septembre 2006,
alors que la livraison ne se fera qu’en décembre de la méme année.

La deuxiéme partie du contrat qui apparait a la figure 10.1, celle qui concerne
les deux parties et la chambre de compensation, le rend négociable, c’est-a-dire qu’il
peut étre vendu avant son échéance. Un intermédiaire, soit une chambre de compensa-
tion, s’interpose entre les deux parties et s’assure qu’elles respecteront leurs engage-
ments. Les parties du contrat ne feront pas directement affaire entre elles: elles ne se

2. Cette figure s’inspire d’un exemple apparaissant dans Alexander, Sharpe et Bailey (1993), p. 762.
3. Soit un contrat spot en anglais.



Les contrats & terme 305

connaissent pas et ne communiquent qu’avec la chambre de compensation pour tout
ce qui se rapporte a leur contrat. Disons que le vendeur est le premier a manifester son
désir de vendre 1 000 barils de pétrole au prix a terme qui prévalait en septembre 2006
pour livraison en décembre 2006, soit 50 $ le baril. C’est la chambre de compensation
qui se chargera de trouver un acheteur au vendeur. La relation entre les deux parties
du contrat ne s’effectue donc que par le biais de la chambre de compensation.

2. LES DEUX GRANDES CATEGORIES DE CONTRATS A TERME

Il existe deux grandes catégories de contrats a terme: ceux qui sont négociés a la
Bourse et ceux qui ne le sont pas. Nous désignerons les premiers par contrats a terme
boursiers (futures) et les seconds par contrats a terme de gré a gré (forward). Quand
nous parlerons de contrats a terme sans les qualifier, il sera question de contrats a
terme de gré a gré.

Comme leur non I’indique, les contrats a terme boursiers sont négociés a la
Bourse, qui devient la chambre de compensation des contrats. A la Bourse, un contrat
peut étre vendu en tout temps avant son échéance. Si un investisseur veut liquider un
contrat qu’il a vendu et dont la date d’échéance est juillet 2006, il n’a qu’a acheter
le contrat a terme qui échoit durant le méme mois. Sa position est alors fermée du
point de vue de la Bourse, et il n’a plus d’engagement envers celle-ci.

La plupart des contrats a terme boursiers sont vendus avant leur échéance,
c’est-a-dire qu’ils ne donnent pas lieu a la livraison de I’instrument sous-jacent*.
Dans I’exemple de la figure 10.1, ’acheteur du contrat a terme pétrolier échéant en
décembre 2006 n’a qu’a vendre un contrat échéant a la méme date en tout temps avant
la date d’échéance pour fermer sa position a la Bourse. Le reglement se fait alors en
argent comptant et ne donne lieu a aucune livraison de pétrole. Le contrat est tout
simplement annulé a la Bourse.

Les contrats a terme de gré a gré sont conclus directement entre un agent
et un intermédiaire financier, une banque par exemple. Ces contrats ne comportent
pas la deuxiéme partie de la figure 10.1, qui a trait a I’interposition de la chambre
de compensation entre les deux parties. Les parties, dont ['une est ici la banque et
I’autre peut-étre un particulier ou une entreprise’, transigent directement entre elles

4. Pas plus de 2% des contrats a terme donnent lieu a une livraison. Imaginez que vous ayez conclu
des contrats a terme sur des milliers de barils de pétrole de maniére a tirer parti de votre prévision
optimiste du prix du pétrole. Si vous ne vendez pas votre contrat avant son échéance, vous deviendrez
alors propriétaire de milliers de barils de pétrole. Cette situation serait a tout le moins génante, ne
serait-ce que pour I’entreposage d’un si grand nombre de barils. Pour éviter de tels problémes, on
ferme généralement son contrat avant son échéance a moins d’avoir un besoin immédiat et pressant
du bien sous-jacent au contrat.

5. Il peut méme s’agir d’une autre institution financiére.



306 Finance computationnelle et gestion des risques

dans un contrat a terme de gré a gré. Ces contrats sont rédigés «sur mesure», en
ce sens qu’ils traduisent expressément la volonté du client. L’exemple des contrats
a terme de gré a gré sur devises vient immédiatement a I’esprit. Supposons qu’un
investisseur canadien veuille acheter des bons du Trésor américains a trois mois sans
courir de risques reli€s au change. Il conclut donc avec sa banque un contrat a terme
de gré a gré lui précisant le taux de change du dollar canadien a I’échéance des bons
du Trésor américains. L’investisseur canadien connait donc a I’avance le nombre de
dollars canadiens qu’il recevra, a I’échéance de ses bons du Trésor américains, contre
la valeur nominale de ces derniers. Il est alors couvert contre les risques reli€s aux
variations du taux de change.

A ’opposé des contrats a terme de gré & gré, les contrats A terme boursiers ne
sont pas des contrats sur mesure: ils sont trés standardisés. Ils permettent de livrer
des maticres premicres ou des instruments financiers aux caractéristiques bien défi-
nies qui, la plupart du temps, n’ont aucun rapport avec les besoins des acheteurs des
contrats ou les disponibilités des vendeurs, ou qui n’existent méme pas. Par exemple,
les contrats pétroliers concernent la livraison de pétrole aux caractéristiques bien
définies au plan de la température, de la qualité, etc. Les contrats boursiers sur les
obligations spécifient certaines échéances et certains coupons.

3. LA VALORISATION DES CONTRATS A TERME DE GRE A GRE
SUR INSTRUMENTS FINANCIERS®

Nous pouvons introduire la valeur d’un contrat a terme en imaginant une option
d’achat tres en jeu dont la valeur du sous-jacent, ici une action, excede sensiblement
le prix d’exercice. Le payoff’ de cette option a I’échéance est de:

C,=(S,-X)’

Mais comme il est certain que cette option sera exercée, son payoff a I’échéance est
de:

S, - X

Au temps 0, cette option vaut:

For — VP(X)

6.  Pour rédiger cette section, nous nous inspirons surtout de: R.L. McDonald (2003), Derivatives
Markets, Addison Wesley, Boston.

7. Le payoff est la valeur d’une position a un moment donné. Le terme renvoie souvent implicitement
4 la valeur de cette position & 1’échéance. A titre d’exemple, pour une option d’achat, le payoff est
(St - X)*. Pour un contrat & terme prépayé, le payoff est de: S;— F; T
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N P N <N . .
ou F, . estla valeur d’un contrat a terme payé a ’avance et X, le prix d’exercice
de I’option.

Une option d’achat trés en jeu équivaut donc a un contrat a terme prépayé,
Comme son nom l’indique, dans un tel contrat, le paiement du contrat s’effectue
aujourd’hui mais la livraison du sous-jacent n’a lieu que plus tard.

Mais quel est le prix d’un contrat a terme prépayé, désigné ici par FOFTT ?
McDonald® allégue qu’il y a essentiellement trois fagons de déterminer ce prix: i) de
facon intuitive ; ii) par la méthode de la valeur présente ; iii) par arbitrage.

Supposons que le contrat a terme, un contrat a trois mois, disons, soit écrit
sur une action qui ne verse pas de dividendes. Le prix actuel de cette action est de
S,- Quel est le prix d’un contrat prépayé sur cette action? Que 1’on regoive I’action
maintenant ou dans trois mois n’importe pas en I’absence de dividendes. En tout état
de cause, on sera propriétaire de I’action dans trois mois. F; + estdonc égal a S, soit
le prix actuel de I’action. C’est la I’approche intuitive a la valorisation du contrat a
terme prépayé.

Essayons maintenant de refaire le méme exercice, mais cette fois-ci en termes
d’espérance. Le taux de rendement espéré de I’action est w. Le flux monétaire du
contrat est de S; a I’échéance. Dans le monde réel (et non neutre au risque), le prix
du contrat a terme prépayé est de:

For=Eq(S)e™'

L’actualisation s’effectue ici au taux de rendement espéré de 1’action, un taux ajusté
en fonction du risque de I’action puisqu’on effectue les calculs dans le monde réel
et non au taux sans risque, comme ce serait le cas dans le monde neutre au risque.
L’espérance de S; est par ailleurs de:

Eo(Sy)=S,e""

P

o.r » ON obtient:

En substituant cette expression dans 1’équation de F,
For=S,e"e™ =S, =5,
soit le méme résultat que celui obtenu avec 1’approche intuitive.

Examinons maintenant I’approche par arbitrage. Il y a arbitrage s’il y a repas
gratuit, c’est-a-dire si I’on peut dégager des flux monétaires positifs sans mise de
fonds et sans risque. Supposons que le prix a terme du contrat prépayé soit supé-

8. Voir McDonald (2003), chapitre 5.
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rieur au prix de P’action, ¢’est-a-dire que Fj; >S,. L’opération logique est d’acheter
I’action et de vendre le contrat a terme. Le tableau 10.1 résume les flux monétaires
d’une telle opération.

TABLEAU 10.1 Flux monétaires d’une opération d’arbitrage :
achat de I’action et vente simultanée du contrat a terme

Temps 0 Temps T (échéance)
Achat de I'action au temps 0 -S, +S;
Vente du contrat a terme +F: - S, =S,
Total +F: - S, 0

Au temps 0, on constate au tableau 10.1 que I’achat de I’action donne lieu a un flux
monétaire négatif de S, et que la vente du contrat a terme entraine un flux monétaire
positif de Fj. Le ﬂux monétaire net d’une telle opération est donc de Fj— S, soit
un flux positif par hypothese. A I"échéance du contrat, I’ arbitragiste revend son action,
qui vaut alors S;. Il s’ensuit un flux monétaire positif du méme montant. Il ferme
sa position dans le contrat a terme en le rachetant. Comme ce contrat vaut alors la
valeur du sous-jacent a ce moment-1a, la valeur d’un contrat a terme convergeant vers
la valeur du sous-jacent a I’échéance, il s’ensuit un flux monétaire négatif de S;. Par
conséquent, le flux net a I’échéance est nul.

On est dans ce cas en présence d’une opération d’arbitrage. Il y a flux net
positif au temps O et flux nul au temps T. On réalise donc un gain sans mise de fonds,
une situation intenable a I’équilibre. On montre qu’il y a également arbitrage pour
I’inégalité inverse, c’est-a-dire quand F0 + <S, eton en conclut qu’a I’équilibre, une
situation caractérisée par 1’absence d’ arbltrage on doit vérifier: Fj; =S, .

Quel sera le prix du contrat a terme prépayé si I’action sous-jacente verse un
dividende fixe durant la durée du contrat? Comme le prix de 1’action baissera du
montant du dividende le jour ex-dividendes, le prix du contrat a terme doit étre diminué
de la valeur présente de ce dividende, car le détenteur du contrat a terme subira une
perte a la date ex-dividendes et il doit donc prendre cette perte en compte lors du
calcul de la valeur du contrat. Le prix du contrat a terme prépayé est alors de:

For =S, - VP(D)

ou VP(D) est la valeur présente du dividende.
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Supposons maintenant que le taux du dividende soit versé sur une base
journaliere. Le taux annuel du dividende composé de facon journaliére est de d. Le
dividende quotidien est donc:

Dividende quotidien = LN xS,
365

Si on réinvestit le dividende en action sur une base journaliére et qu’on achéte une
action au temps 0, on aura le nombre d’actions suivant au temps T':

365xT
Nombre d’actions = (1+ —J ~e 0T
365

Pour avoir une action au temps T, il faut donc acheter ™" action au temps 0. On aura
alors au temps T: e x e = e®®T =1 Puisque I'investissement de e™'s, donne
une action au temps T, le prix d’un contrat a terme prépayé€ dont le sous-jacent verse

un taux de dividende continu & est donc:
For=S,e™"

La valeur de ce contrat sera de S; a I’échéance, soit le prix de I’action a ce moment-
12, et le payoff de I’acheteur sera de S;—F;.

Supposons que le taux annuel continu du dividende d’une action qui vaut
aujourd’hui 100 $ soit de 2 %. Si on achéte une action au début de I’année, on aura
e action a la fin de I’année, soit 1,02 action. Par conséquent, le contrat a terme
prépayé d’un an sur cette action vaut aujourd’hui: 100 x e = 98 §.

Tournons-nous maintenant vers les contrats a terme non prépayé€s, c’est-a-dire
ceux qui ne donnent pas lieu a un déboursé monétaire au temps 0. Le contrat sera
payé au moment de son exécution.

Considérons en premier lieu un contrat a terme écrit sur une action qui ne paie
pas de dividendes. Il apparait alors raisonnable de penser que la valeur d’un tel contrat
est la valeur future du contrat prépayé correspondant, c’est-a-dire :

_ T
For =S5,
ou r est le taux sans risque.

A I’échéance de ce contrat, son payoff est de:
Payoff =Sy —Sye"

C’est-a-dire que le détenteur du contrat enregistre un gain si le prix de I’action au
temps T est supérieur au colt du contrat et essuie une perte dans le cas inverse. Pour
I’acheteur du contrat, nous montrons au tableau 10.2 qu’un tel contrat équivaut, en
termes de payoff, a la détention du sous-jacent accompagnée d’un emprunt:

Contrat a terme = Sous-jacent + Emprunt
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TABLEAU 10.2 Payoffs associés a I’achat d’une action
accompagné d’un emprunt

Temps 0 Temps T (échéance)
Achat de I'action au temps 0 -S, +S;
Emprunt +S, -Se”
Total 0 S;— ST

Le faiseur de marché qui a vendu un tel contrat est a découvert dans ce contrat. Son
flux monétaire a I’échéance est donc de: Sie™ — S, . Ce flux est incertain puisque S
est une variable aléatoire.

Le faiseur de marché n’est pas un spéculateur. Son but est de retirer des commis-
sions et I’écart entre le prix de vente et le prix d’achat du contrat®. Il va donc couvrir sa
position en créant un contrat a terme synthétique comme celui qui apparait au tableau
10.2. L’opération de couverture qu’il effectue se retrouve au tableau 10.3.

TABLEAU 10.3 Opération de couverture par le faiseur de marché

Temps 0 Temps 1
Position a découvert dans le contrat a terme 0 For—S;
Vente de I'action =S, +S;
Emprunt +S, -S,e”
Total 0 For— S,e™=0

Comme I’indique le tableau 10.3, pour couvrir sa position a découvert dans le contrat
a terme qui apparait a la premiére ligne, le faiseur de marché crée une position en
compte (longue) dans le contrat a terme synthétique équivalent. Comme on peut le
constater sur ce tableau, il est alors parfaitement couvert. On désigne une telle opéra-
tion de couverture par cash-and-carry arbitrage, en anglais.

On peut créer d’autres contrats synthétiques en utilisant la relation qui lie le
contrat a terme a son sous-jacent, ¢’est-a-dire:

Contrat a terme = Action + Emprunt

9.  Soit le bid-ask spread en anglais.
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Cette relation peut étre réécrite comme suit:
Action = Contrat a terme + Prét
On peut donc créer une action en combinant un contrat a terme avec un prét. Cette

relation est démontrée au tableau 10.4.

TABLEAU 10.4 Création d’une action synthétique
a partir d’un contrat a terme et d’un prét

Temps 0 Temps T (échéance)
Achat du contrat a terme 0 +ST — SOerT
Prét -S0 +S,e7
Total -S0 St

Comme cela est indiqué au tableau 10.4, I’achat du contrat a terme se traduit par un
payoff nul au temps O et par un payoff de S; — SoerT au temps T. Par ailleurs, on préte
un montant égal au prix de I’action au temps 0 qui se traduit par un payoff de S,e"
au temps T. Au total, les payoffs sont respectivement de —S et de S; aux temps O et
T, qui correspondent bien a ceux d’une action.

On peut également concocter une obligation synthétique, toujours en utilisant
la relation entre le contrat a terme et son sous-jacent. On a:

Obligation (ou prét) = Action — Contrat a terme

Le tableau 10.5 montre que les payoffs des deux membres de 1’équation sont
identiques.

TABLEAU 10.5 Création d’une obligation en combinant
une action avec une position a découvert
dans le contrat a terme correspondant

Temps 0 Temps T (échéance)
Position a découvert dans le contrat a terme 0 SOerT - ST
Achat d'une action -S0 +S;
Total -S0 +S,e"

Dans le tableau 10.5, le montant prété est de S,. Il rapporte S,e'™ a I’échéance. Ce sont
bien 1a les payoffs d’une obligation a coupon O ou d’un prét. Le taux de rendement
d’une obligation synthétique, ici égal a r, est appelé «taux repo implicite'"».

10. Soit implied repo rate, en anglais.
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On peut transposer les relations qui viennent d’étre exposées au contrat a
terme qui n’est pas prépayé€ et dont le sous-jacent verse un dividende en se souvenant
que:

S;=5,e"

Le prix d’un tel contrat a terme est donc:
For= Soe(ris)T
Et son payoff a I’échéance :

Payoff = S, —S,e"™"

4, PRIX DU CONTRAT A TERME FINANCIER
ET PREVISION DU PRIX DU SOUS-JACENT

Rappelons la relation entre le prix a terme et le prix au comptant du sous-jacent
lorsque ce dernier ne paie pas de dividende:

T
For =S,

Cette relation démontre que le prix a terme ne donne aucune information additionnelle
sur le prix qui prévaudra a I’échéance du contrat, soit S, que le prix au comptant lui-
méme, puisque r est connu. En fait, il existe une relation mécanique dite d’arbitrage
entre le prix au comptant et a terme. Cette relation ne renseigne pas sur le prix futur
de I’action.

En fait, la prévision du prix de I’action au temps T est donnée par 1’espérance
de S.. Cette prévision est égale a:

Eo(Sy)=S,e""

ou p est le rendement espéré de 1’action. L’erreur de prévision inhérente au prix a
terme est de:

Eo(Sy)—For=Spe"" —Spe”

Puisque p >r, L comportant une prime de risque, le prix a terme sous-estime le prix
prévu de I’action. Pour faire apparaitre cette prime de risque, qui est égale a (. — 1),
on peut réécrire cette derniere équation comme suit pour T = 1:

Eo(Sy)=Spe (" -1)
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C’est donc la prime de risque qui crée un écart entre I’espérance du prix de 1’action
et son prix a terme. Si cette prime de risque est nulle, c’est-a-dire si w =1, le prix
a terme est alors un estimateur non biaisé du prix futur de I’action. Mais comme
I’action comporte une prime de risque, le prix a terme sous-estime le prix de son
sous-jacent.

5. CONTRATS A TERME ET RATIO DE COUVERTURE

Dans cette section, nous calculerons d’abord un ratio de couverture avec contrats a
terme de la fagon la plus simple qui soit. Puis nous en dériverons un autre basé sur
la minimisation de la variance de la position. Enfin, nous verrons comment on peut
prendre en compte le rendement espéré sur le contrat a terme lors du calcul d’un
ratio de couverture.

Désignons par S le prix au comptant et par F le prix a terme. Par ailleurs, NS
désigne le nombre de contrats au comptant et NF, le nombre de contrats a terme.
Supposons que le prix au comptant enregistre une variation égale a AS et que le
prix a terme enregistre dans le méme temps une variation égale a AF. La variation
dans la position au comptant qui en résulte est donc égale a: AS X NS et la variation
correspondante de la position a terme sera de: AF x NF.

Pour que la couverture soit parfaite, il faut que la variation de la position au
comptant soit égale a celle de la position a terme en valeur absolue', c’est-a-dire:

NF = NS x As
AF
Le nombre de contrats nécessaire pour assurer une couverture parfaite dépend
donc de la volatilité relative du prix au comptant en regard de celle du prix a terme
qui, dans 1’équation précédente, est mesurée par le rapport des variations du prix au
comptant et du prix a terme, ou ratio de couverture.

Ce résultat nous indique que, plus le prix de I’instrument au comptant est volatil
par rapport a celui de I’instrument a terme, plus le nombre de contrats a terme qu’un
individu devra utiliser pour couvrir sa position au comptant sera élevé. Etant donné
que le prix a terme varie moins que le prix au comptant, I’individu devra acheter un
plus grand nombre de contrats a terme pour pallier la moins grande volatilité du prix
a terme. L’achat d’un nombre supérieur de contrats a terme constitue en quelque sorte
un levier servant a accroitre la variation de la position a terme.

11. Comme on pouvait s’y attendre, ces variations sont opposées en valeur relative puisque, selon le
principe méme de la couverture, ce qui est perdu sur le marché au comptant doit étre récupéré sur
le marché a terme.
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Pour évaluer la volatilité relative des prix au comptant et a terme dans le cadre
de ce premier modele, il faut régresser S sur F, c’est-a-dire:

S, =A+7F +¢,

Si S et F sont des variables cointégrées, ce qui devrait étre le cas, on peut recourir aux
moindres carrés ordinaires pour estimer les parametres de cette équation. La valeur

~_ COV(SF) oy

estimée de y est alors de: y=——5—"=pq . Selon ce résultat, pour couvrir un
o

F F
contrat au comptant, il faut recourir 2 y contrat a terme. Par exemple, si ¥ =0,5, il
faut alors 0,5 contrat a terme pour couvrir un contrat au comptant puisque S n’aug-
mente que de 0,50$ quand F augmente de 1$. Tl faut donc moins de contrats a terme
que de contrats au comptant pour apparier les positions au comptant et a terme. Par
exemple, supposons que la corrélation entre S et F soit de 1 dans le cas qui précede.
Il s’ensuit que le prix au comptant est moins volatil que le prix a terme puisque y <
1. Il faut donc moins de contrats a terme que de contrats au comptant pour couvrir
ladite position.

Il y a une autre fagon d’arriver au méme résultat. Supposons qu’un inves-
tisseur détienne une action et désire déterminer le ratio optimal de couverture. Son
portefeuille II est alors le suivant:

IT=S+hF

ou S est le prix d’une action, F, le prix d’un contrat a terme et h, le ratio optimal
de couverture. Le ratio optimal de couverture est celui qui minimise la variance du
portefeuille. Celle-ci est égale a:

6’ =c2+h’c: +2hcov(S,F) = 6% +h’c? + 2hpoo,
Pour minimiser la variance du portefeuille par rapport a h, il suffit d’annuler sa dérivée

premicre par rapport a h. On obtient:

2
9oy _ 2ho? +2pco, =0

En mettant h en évidence, on trouve le ratio optimal de couverture h*:

soit le méme résultat qu’auparavant. Le signe négatif dans cette expression indique que,
pour des fins de couverture, on doit détenir une position a découvert (short) a terme
puisque 1’on détient au comptant une position en compte (long), soit une action.



Les contrats & terme 315

Pour certains, le portefeuille de couverture doit étre exprimé en variation avant
de calculer le ratio de couverture. La valeur de la variation du portefeuille est de:

AIT = AS+ hAF

Le ratio optimal de couverture est celui qui minimise la variance de la variation du
portefeuille. Selon cette approche, le ratio optimal de couverture est de:

h*=—-p—==

ou la corrélation est cette fois-ci définie en termes des variations de F et de S et non
en termes des niveaux.

On pourrait aussi définir le portefeuille en termes de rendement avant de
calculer le ratio de couverture. Kolb (1997) note qu’il y a beaucoup de controverse
concernant 1’expression des variables S et F dans le calcul du ratio de couverture.
Cet auteur recommande cependant d’utiliser les variables S et F en variations ou en
pourcentages et non en niveaux. Cette recommandation semble raisonnable puisque les
variables S et F sont non stationnaires. Elles sont cependant cointégrées, ce qui peut
justifier la nuance que Kolb apporte a sa recommandation, a savoir que 1’on pourra
utiliser les variables en niveau si les prix sont relativement stables lors de la période
d’estimation. Si les prix sont par ailleurs instables, allegue-t-il, il vaut mieux alors
utiliser les variables S et F en variations pour calculer le ratio de couverture.

Nous recourons au contrat a terme BAX de la Bourse de Montréal pour illustrer
ces formules de calcul du ratio de couverture. Ce contrat de trois mois est écrit sur
une acceptation bancaire, qui est un titre a court terme €mis par une entreprise et qui
est garanti par une banque. Nous disposons d’une série journaliere des prix a terme
et au comptant de ce contrat et de son sous-jacent pour la période de 3 ans s’étirant
de janvier 1997 a décembre 1999.

Calculons d’abord le ratio de couverture a partir des variables S et F expri-
mées en niveaux. Pour calculer ce ratio, nous régressons S sur F par la technique des
moindres carrés ordinaires. Nous obtenons le résultat suivant:

S=3,82+0,96F

Le R?de la régression se situe a 0,99, ce qui signifie que presque toute la variance de
S est expliquée par F. A 1,82, la statistique Durbin-Watson ne signale pas la présence
d’autocorrélation. Le ratio de couverture est de 0,96 et s’avere hautement significatif
puisque la statistique t qui lui est associée est égale a 195,6. Selon cette mesure, il
faut vendre 0,96 contrat a terme pour couvrir un contrat détenu au comptant.

Calculons maintenant le ratio de couverture en recourant aux variations de S
et de F. Le résultat de la régression est le suivant:

AS=-0,001+0,35AF
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Le R? est beaucoup plus faible dans ce cas puisqu’il s’établit a 0,28. Le ratio de
couverture est également moins significatif puisque sa statistique t est de 9,96. Il ne
faut maintenant plus vendre que 0,35 contrat a terme pour couvrir la détention d’un
contrat au comptant. Les deux variables de prix sont donc beaucoup plus reliées
entre elles lorsqu’elles sont exprimées en niveaux que lorsqu’elles sont calculées en
variations.

Nous examinons maintenant de plus pres les séries S et F, qui représentent ici
respectivement les prix a terme et au comptant du contrat BAX. Lorsqu’on analyse
des séries temporelles, il faut d’abord se demander si elles sont stationnaires. Une
série est stationnaire si sa moyenne et sa variance sont fixes dans le temps et que les
covariances entre les décalages de cette série ne dépendent que des intervalles de
temps. A la figure 10.2, on peut suivre I’évolution journaliére des prix au comptant
et a terme du contrat BAX sur une période s’étirant de 1997 4 1999. A 1’évidence,
ces séries sont non stationnaires puisqu’elles font montre d’une nette tendance a la
baisse. Leur moyenne n’est donc pas fixe dans le temps, ce qui va a I’encontre de la
premiére condition de stationnarité'?.

Il faut ensuite se demander si les deux séries sont cointégrées. Le concept
de cointégration est I'un des plus importants en économétrie financiere et est di
a Granger (1983). Pour introduire ce concept, supposons la régression suivante en
moindres carrés ordinaires :

S, =o+fF, +¢g,

Nous savons que les variables S et F sont non stationnaires en ce qui concerne
le contrat BAX. Mais supposons que les résidus de cette régression soient station-
naires. On dit alors que que les deux variables S, et F, sont cointégrées. En effet la
combinaison linéaire suivante des deux variables: S, — BF, est stationnaire. Le vecteur
de cointégration est alors de: [1,—3].

Pour vérifier si deux variables sont cointégrées, il suffit d’effectuer la régression
suivante a partir des résidus de la régression précédente :

Ag, =0l +0L,E,

avec Ag, =g,—¢,, . Cette équation revient  estimer un processus stochastique de
retour vers la moyenne. Si 0., est négatif et fortement significatif, cela indique que
les variables S et F sont cointégrées'®. En effet, il existe alors une relation d’équilibre
au niveau des termes d’erreur qui les ramene constamment vers leur niveau moyen.
Le terme d’erreur est alors une série stationnaire et les variables S et F sont dites
cointégrées.

12. On peut effectuer un test Dickey-Fuller pour savoir si une série est stationnaire.

13.  Une fagon plus scientifique de procéder est de faire subir le test de Johansen aux deux variables que
I’on veut soumettre au test de cointégration.
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FIGURE 10.2  Evolution des prix journaliers au comptant
et a terme du contrat BAX: 1997-1999
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Comment estimer la relation entre deux variables cointégrées ? Engle et Granger
(1987) ont démontré que toutes les séries cointégrées peuvent étre représentées par
un modeéle de correction d’erreur (ECM™). C’est 14 le théoréme de représentation de
Granger. Les séries cointégrées sont en effet liées par une relation d’équilibre de long
terme, mais a court terme, on peut observer des déviations de cette relation d’équilibre.
Dans notre cas de contrats BAX, une relation d’arbitrage relie les contrats au comptant
et a terme. C’est la la relation d’équilibre entre S et F. Mais a court terme, pour toutes
sortes de raisons, on peut observer des déviations de cette relation d’équilibre.

Un modele ECM entre les deux séries cointégrées y et x peut étre repré-
senté comme suit. Supposons que la relation a long terme suivante relie ces deux
variables :

Y= th

Mais a court terme, on peut observer des déviations de cette relation. Le modele ECM
représente comme suit la relation dynamique entre y et X:

Ayt = BlAXt + Bz (yt—l - th—l)

Le coefficient B, mesure la vitesse du retour vers I’équilibre de long terme
qui caractérise les deux variables y et x. Si ces deux variables sont cointégrées, 3,
sera négatif et significatif. Par ailleurs, le premier terme du modele ECM, soit B,Ax,,
mesure les déviations a court terme de la relation d’équilibre a long terme.

14. Soit ’acronyme d’Error Correction Model. Pour plus de détails a ce sujet, voir Bourbonnais
(2000).
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Comment estimer un modele ECM ? On estime d’abord la relation de long
terme par la méthode des moindres carrés ordinaires, soit:

Y, =0+ BX, +¢€,

Puis on estime la relation dynamique de court terme en faisant appel aux résidus de
la premiere régression:

Ay, = 0, AX + 0L, + 1,

Appliquons cette procédure au contrat BAX. La relation a long terme a déja
été estimée pour calculer le ratio de couverture. Rappelons-la:

S=3,82+0,96F

(7,84) (195,6)

avec entre parentheses les statistiques t des coefficients estimés. Pour cette équation,
nous trouvons un R? de 0,99 et une statistique DW de 1,82. L’estimation du modéle
ECM a pour sa part donné le résultat suivant:

AS = 0,48AF-0,68¢, ,

(18,3) (~15.5)

Le R? de cette régression est de 0,63 et la statisitique Durbin-Watson, de 1,64. Le
coefficient de retour vers la moyenne, négatif comme il se doit pour des variables
cointégrées, est fortement significatif.

Nous savons que les séries représentées par les prix au comptant et a terme
du contrat BAX sont non stationnaires. Or, selon la théorie économétrique, régresser
entre elles des variables non stationnaires peut donner lieu a des résultats fallacieux.
Il faut d’abord rendre ces variables stationnaires avant d’envisager toute régression.
Pour ce faire, on les exprime habituellement en premicres différences, les variables
économiques et financiéres étant habituellement intégrées d’ordre 1'°. On peut alors
procéder a la régression par les moindres carrés ordinaires. Par conséquent, pour
calculer le ratio de couverture associé aux contrats BAX, on devrait en premier lieu
différencier les prix au comptant et a terme. Mais, dans la pratique, on procede souvent
en niveaux. Nous avons présenté antérieurement ces deux régressions.

15. Ce que I’on note I(1). Si elles ne sont pas I(1), on doit passer aux secondes différences, et ainsi de
suite, jusqu’a ce qu’elles soient stationnaires.
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Tel qu’il vient d’étre présenté, le ratio de couverture ne prend en compte que
la variance du portefeuille couvert. Il n’est donc pas généralement compatible avec
I’approche moyenne-variance, car il néglige I’espérance du rendement du portefeuille
couvert. Hsin er al'®. (1994) dérivent le ratio optimal de couverture associé a la fonc-
tion d’utilité suivante:

mgx[E(Rh)—O,5Acﬁ]

ol A est le parametre d’aversion au risque, E(R,), I’espérance de rendement du porte-
feuille couvert, soit: E(R,)+hE(R,), et h < 0. En substituant les valeurs correspon-
dantes de E(R,) et de o dans cette fonction, on trouve :

E(R,)+hE(R,)-0,5A[ 0% +h’cZ +2hpo o, |

Pour maximiser cette fonction par rapport a h, on égale sa dérivée premiere
par rapport a h a zéro. On obtient:

E(R;)- AhcZ — Aposc, =0
En mettant h en évidence, on trouve le ratio optimal de couverture :

E(Rf)_pﬁ

h* =
2
Ac; (o

En valeur absolue, le ratio optimal de couverture est de:
= 95——E(Rf)
o, Aot

Le premier terme de ce ratio est celui qui découle de la simple minimisation de la
variance du portefeuille couvert. Lorsqu’on introduit I’analyse moyenne-variance, un

E(R)

OF

terme nouveau apparait dans le ratio de couverture, soit: — . Ce terme s’annule
si E(R;) estnul ou si A — o et]’on se ramene alors au cas de la simple minimisation
de la variance. Analysons ces deux conditions de plus pres.

Si E(Ry) est nul, cela signifie que: E, (Fl+1 |Qt) =F,, ou F est le prix du contrat
a terme et (), I’ensemble d’informations disponibles au temps t. Cela signifie que F
suit alors un processus de martingale. On peut alors s’en tenir a une simple minimi-
sation de la variance du portefeuille couvert pour fixer le ratio de couverture, puisque
I’espérance du rendement du contrat a terme est nulle. Par ailleurs, si A — o, cela

16. Pour une étude documentaire ayant trait aux ratios de couverture par les contrats a terme, on
consultera: S.-S. Chen, C.-F. Lee et K. Shrestha (2003), «Futures Hedge Ratios: A Review », The
Quarterly Review of Economics and Finance, vol. 43, p. 433-465.
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signifie que ’investisseur éprouve une aversion infinie pour le risque. Dans ce cas
aussi I’investisseur pourra s’en tenir a une simple minimisation de la variance du
portefeuille couvert pour déterminer son ratio optimal de couverture.

Mais si E(Rf) >0 et que A <oo, l’investisseur effectuera alors un arbitrage
rendement-risque pour établir son ratio optimal de couverture. Selon la formule du

o E(R
Ih*|=p—5—(—§)

, le ratio de couverture
6. Aoc;

ratio optimal en valeur absolue, soit:
sera d’autant plus faible que E(R;) est important. Cela se comprend facilement, car
I’investisseur sacrifie alors de plus en plus de rendement en se couvrant, c’est-a-dire
en adoptant une position a découvert sur les contrats a terme. Par ailleurs, selon cette
formule, plus la variance du prix du contrat a terme est importante, plus h sera impor-
tant. Cela découle de I’arbitrage traditionnel entre le rendement et le risque.

6. LES ARBITRAGISTES EN COUVERTURE (HEDGERS)"

Les prix a terme ont tendance a évoluer dans la méme direction que les prix au comp-
tant. Par conséquent, celui qui veut couvrir une position au comptant, par exemple la
détention d’un portefeuille, doit prendre une position opposée sur le marché a terme,
c’est-a-dire qu’il doit vendre des contrats. En anglais, on dit qu’il est long sur le
marché au comptant et short sur le marché a terme.

Dans cette section, nous examinons les couvertures par anticipation, c’est-a-dire
les couvertures définies en fonction d’une transaction qu’on a I’intention de faire dans
I’avenir. Par exemple, supposons qu’un producteur de farine a I’intention d’acheter
du blé dans trois mois, mais qu’il prévoit une hausse du prix du blé entre-temps.
Pour se couvrir contre cette hausse, il achete d’ores et déja du blé sur le marché a
terme. Il effectue donc par anticipation la transaction au comptant qu’il a I’intention
d’effectuer dans trois mois. C’est bien la I’essence d’une couverture par anticipation :
effectuer sur le marché a terme la transaction qu’on a I’intention d’effectuer plus tard
au comptant.

Pour illustrer une telle couverture, nous recourons a la figure 10.3, qui repré-
sente un marché a terme haussier. Le producteur de farine achéte sur le marché a
terme son blé au temps 0 méme s’il n’en a besoin qu’au temps T. II paie alors F, sur
le marché a terme pour son contrat de blé. A quel niveau stabilise-t-il son coiit de
blé pour la date T, alors qu’il en aura besoin pour produire sa farine ? A F,, puisqu’il
détient son contrat a terme jusqu’a I’échéance.

17. Les arbitragistes en couverture sont les agents qui veulent couvrir leur position actuelle ou prévue
contre le risque. Par ailleurs, pour rédiger cette section, nous nous sommes inspirés de Vander Weide
et Maier (1995), chap. 12.
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FIGURE 10.3 Marché a terme haussier
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En effet, a la date d’échéance du contrat, toujours selon la figure 10.3, la facture
de bl€ s’élevera a S sur le marché au comptant, qui est aussi égale a F. suivant le
principe de la convergence du prix a terme et du prix au comptant a I’échéance d’un
contrat a terme. Le profit qu’il réalise sur le marché a terme est alors de (F; — F,).
Mais comme le prix de la farine est égal a F (= S;) a I’échéance du contrat a terme,
le prix net qu’il paie pour le blé est égal a:

Prix net =F, - (F; - F) =F,

Le prix net est donc le prix a terme auquel il a payé€ le blé lorsqu’il a acheté
son contrat a terme de blé trois mois auparavant. Si le producteur de farine détient son
contrat a terme de blé jusqu’a son échéance, il connait donc a I’avance le prix qu’il
paiera pour le blé, soit F,, le prix qui prévalait sur le marché a terme du blé au moment
ou il a acheté son contrat. C’est ce que nous entendions lorsque que nous posions
que le contrat a terme promettait de livrer un bien a un prix déterminé a I’avance.
Certes, pour un contrat a terme boursier, le phénomene de la marge, en vertu duquel
le contrat a terme est renégocié chaque jour, peut géner une telle définition. Mais si
I’acheteur d’un contrat a terme le détient jusqu’a son échéance, il est alors assuré de
payer I’instrument au comptant au prix auquel il a payé initialement son contrat a
terme, et cela indépendamment de I’évolution future des prix au comptant et a terme.
Cette assurance découle du principe de la convergence a I’échéance du contrat entre
les prix au comptant et a terme d’un instrument. Par ailleurs, si notre individu ne
détient pas son contrat a terme jusqu’a son échéance, il n’est pas du tout assuré du
prix qu’il paiera pour I’instrument au comptant lorsqu’il revendra son contrat.

L’achat d’un contrat a terme revient donc a supprimer le fossé qui sépare le
présent de 1’avenir. I permet de réduire I’incertitude de I’avenir ou de reporter tout
simplement le présent dans I’avenir. En achetant un contrat a terme de blé et en le
détenant jusqu’a son échéance, le producteur de farine est assuré du prix au comp-
tant qu’il paiera pour son bl¢€ a I’échéance de son contrat a terme, soit F, le prix qui
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prévalait sur le marché a terme a ’achat de son contrat. Le coit futur de son blé est
donc connu a I’avance. En achetant son contrat a terme de blé, le producteur de farine
a défoncé I’écran qui sépare ’avenir du présent !

FIGURE 10.4  Marché a terme baissier
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Mais qu’advient-il si, contrairement aux attentes de notre producteur de farine,
le prix du bl¢ baisse au lieu de monter entre la date de 1’achat du contrat a terme et la
date de son échéance ? Une telle situation est illustrée a la figure 10.4. Ce producteur
paie alors son bl€ au prix S} a I’échéance de son contrat a terme, prix €gal a F; en
vertu du principe de la convergence. Mais il subit une perte égale a (F, — F;) sur le
marché a terme. Cette perte rehausse le prix qu’il paie pour son blé. C’est-a-dire que
le prix net qu’il paie pour le contrat de blé est le suivant:

Prix net = F; + (F, - Fp) = F,

Il paie donc le méme prix que dans le cas précédent. Evidemment, si le
producteur de farine avait connu a 1’avance 1’évolution du prix du blé, il ne se serait
pas couvert. Le contrat de bl€ lui aurait alors colté S au temps T sans couverture,
montant inférieur au prix avec couverture selon la figure 10.4, soit F,,. Mais celui
qui se couvre ne cherche pas a réaliser un profit de spéculation, il ne cherche qu’a
s’assurer du prix de ses transactions au comptant dans 1’avenir. Dans le cas actuel,
notre producteur de blé s’assure d’un prix F, s’il s’engage dans un contrat a terme. Il
n’est préoccupé que par la stabilité de ses cofits de production. En s’engageant dans
un contrat a terme, il se garantit une telle stabilité: c’est 1a sa seule préoccupation.

Pour mieux comprendre le principe de la couverture par anticipation, consi-
dérons un autre exemple, celui-la inspiré du livre de référence BAX de la Bourse de
Montréal. Voici I’énoncé du probleéme :
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Un gestionnaire de portefeuille prévoit, le 15 septembre, vendre des
acceptations bancaires pour une valeur nominale de 10 millions de
dollars le 15 décembre, et cela pour une échéance de 91 jours. Ce
gestionnaire craint une hausse des taux d’intérét d’ici a trois mois. Il
songe donc a recourir au marché a terme des BAX pour stabiliser son
colit de financement.

Le tableau 10.6 donne les situations prévalant sur les marchés au comptant et a terme
le 15 septembre et le 15 décembre.

TaBLEAU 10.6 Etat des marchés au comptant et a terme des acceptations
bancaires le 15 septembre et le 15 décembre

Date Marché au comptant Marché a terme
15 sept. Taux au comptant: 2,5% Prime a terme: 97,25 (taux 2,75%)
15 déc. Taux au comptant: 3,5% Prime a terme: 97,25 (taux 2,75%)

Pour stabiliser son coit de financement, ce gestionnaire vend 10 contrats a
terme de un million de dollars chacun le 15 septembre, puisqu’il a I’intention d’émettre
pour un montant de 10 millions de dollars d’acceptations bancaires le 15 décembre.
Il espere ce faisant stabiliser son cofit d’emprunt a 2,75 %, soit le taux de rendement
qui prévaut sur le marché a terme au moment de la vente des contrats. En principe,
il connait donc a I’avance son coft de financement dans trois mois. Le prix a terme
correspondant a ce taux, soit 97,25 (100 — 2,75), est I’équivalent du F, dans I’exemple
précédent, soit le prix a terme actuel qu’on espere reporter dans 1’avenir en achetant
ou en vendant des contrats a terme, selon la transaction que 1’on prévoit effectuer
dans I’avenir.

Selon les données du tableau 10.6, quel gain notre gestionnaire récoltera-t-il
sur le marché a terme trois mois plus tard, soit le 15 décembre ? Une variation de
un point de base du taux d’intérét du marché a terme, soit une variation de 0,01 %,
correspond & un montant de 25 $'®. Une variation de 1% correspond donc a un gain
de 2 500$. Le gestionnaire a vendu le 15 septembre 10 contrats a terme au prix de
97,25$ qu’il rachéte le 15 décembre au prix de 96,5 $ pour fermer sa position. Comme
il a acheté 10 contrats, le gain qu’il réalise sur le marché a terme le 15 décembre est
le suivant:

Gain = (97,25 - 96,5) x 2 500 x10 = 18 750 $

18. En effet: 1000 000 $ x 0,0l%x% =258%.
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Ce gain lui permet d’abaisser son colit de financement sur le marché a terme le
15 décembre. Pour déterminer le montant total d’intéréts qu’il paie sur son accepta-
tion bancaire le 15 décembre, nous devons d’abord calculer le facteur d’escompte qui
correspond au taux de 3,5 % auquel le gestionnaire emprunte sur le marché monétaire.
Ce facteur d’escompte (FE) est égal a:

FE = ;91 =0,9913
1+0,035x —
365

Suivant les principes de 1I’escompte, on peut écrire :

Valeur escomptée (ou prix) = (10 M$) x FE
Valeur escomptée = (10 M$) — Intéréts

En regroupant ces deux expressions, on obtient:

Intéréts = 10 M$ x (1 — FE)
=10 M$ x (1 -0,991 3) =86505$%

Les intéréts que le gestionnaire paie sur le marché au comptant des accep-
tations bancaires s’élévent donc a 86 5058$. Si I’on soustrait le gain qu’il a réalisé
sur le marché a terme, ils sont de 67 755%. L’émetteur a donc payé ce montant net
d’intéréts sur un emprunt de 10 M$. La valeur escomptée nette de son emprunt se
chiffre donc a:

10 000 000$ — 67 755$=9932245%

Son colt d’emprunt annualisé, ou taux d’escompte annuel de 1’emprunt,
s’établit a:
67 755 365
———x——=2,74%
9932245 91
Ce taux est donc trés rapproché de celui qui prévalait sur le marché a terme au
moment de la vente des contrats, soit 2,75 %. S’il y a une petite divergence, cela est
da au fait que le coit d’intérét est basé sur le montant escompté et non sur la valeur
nominale des acceptations bancaires. Comme on applique cette deuxiéme méthode
aux Etats-Unis, on ne note pas de telles divergences.

En vendant des contrats d’acceptations bancaires le 15 septembre sur le marché
a terme, c’est-a-dire en anticipant la transaction qu’il avait I’intention d’effectuer sur
le marché au comptant le 15 décembre, le gestionnaire a pu reporter du 15 septembre
au 15 décembre le taux de rendement des acceptations bancaires observé sur le
marché a terme le 15 septembre. Celui-ci est en effet devenu son cofit de financement
le 15 décembre. Le 15 septembre, il connaissait donc a 1’avance le colt auquel il
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allait se financer trois mois plus tard. Cela n’aurait pas été possible s’il n’avait pas
effectué une opération de couverture sur le marché a terme. Ce gestionnaire n’est
tout de méme pas devin !

7 LE PROBLEME DU RISQUE RELIE A L'EVOLUTION DE LA BASE

L’acheteur qui ne se couvre pas sur le marché a terme s’expose a un risque de prix.
Entre le temps O et le temps 1, le prix au comptant peut en effet fluctuer. Prenons le
cas d’un gestionnaire de portefeuille qui ne couvre pas son portefeuille d’obligations.
Il risque alors d’essuyer une perte de capital lorsqu’il revendra son portefeuille au
temps 1, qui représente ici son horizon d’investissement. Cette perte de capital est
alors égale a:

Perte de capital =S, — S,

Par ailleurs, pour couvrir sa position, ce gestionnaire peut vendre aujourd’hui son
portefeuille sur le marché a terme au prix F, et le racheter plus tard au prix F,, temps
qui ne correspond pas nécessairement a la date d’échéance du contrat a terme. En
effet, il sait que les prix a terme évoluent habituellement dans la méme direction que
les prix au comptant. Il prend donc, sur le marché a terme, une position opposée
a celle qu’il a sur le marché au comptant. Le profit qu’il espere retirer d’une telle
transaction est égal a:

FO_FI

La perte nette (ou le profit net) qu’il retirera de ses transactions sur les marchés
au comptant et a terme est égale a:

Perte nette (ou profit net) = (S, - S,) — (F, - F,)

Telle qu’exprimée, cette derniére équation fait bien ressortir que, pour se
couvrir, notre gestionnaire prend sur le marché a terme une position opposée a celle
qu’il a sur le marché au comptant. S’il ne se couvrait pas, il subirait une perte égale
a (S, - S,) advenant une baisse des prix des titres. S’il se couvre, il I’efface en partie
par un gain sur le marché a terme égal a: —(F, — F,), soit (F, - F)).

Le flux monétaire que notre gestionnaire recoit, s’il se couvre sur le marché
a terme, est donc égal a I’expression suivante au temps 1:

Flux monétaire = (S, - S,) — (F, - F,)
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Nous définissons la base du contrat a terme comme étant I’écart entre le prix
au comptant (S) et le prix a terme (F) & un moment donné'®. Enoncée en termes de
base, I’expression du flux monétaire devient donc:

Flux monétaire = (S, — F,) - (S, - F,)

ou (S, — F,) représente la base lors de I’achat du contrat a terme et (S, — F)), celle
qui prévaut lors de la vente. La couverture comporte donc une inconnue au temps
0, soit la base qui prévaudra au moment de la revente du contrat, sauf bien sir si le
gestionnaire revend le contrat a sa date d’échéance, moment auquel la base est nulle
en vertu de la convergence des prix au comptant et a terme a I’échéance du contrat.
En se couvrant sur le marché a terme, le gestionnaire a donc substitué un risque de
base a un risque de prix, qui, en raison de la corrélation positive qui existe entre les
prix au comptant et les prix a terme, devrait s’avérer moindre que le risque de prix.

Dans le cas qui nous concerne, le gestionnaire détient un portefeuille de titres
au comptant et a vendu des contrats a terme. Sa couverture sera dite « parfaite » si le
flux monétaire qu’il dérive de ses opérations au comptant et a terme est nul, c’est-a-
dire qu’il récupere sur le marché a terme tout dollar perdu sur le marché au comptant.
Si la couverture est parfaite, on peut donc écrire :

Flux monétaire = (S, —F,) = (S, - F,)) =0

et en réarrangeant:
(S, -F)=(S,-Fy)

Une opération de couverture sera donc parfaite si la base ne se modifie pas
entre la date de la vente et celle du rachat du contrat a terme. Autrement dit, il faut
que le prix a terme baisse au méme rythme que le prix au comptant pour que la
couverture soit parfaite.

Supposons que, dans le cas précédent, la couverture n’ait pas été parfaite et
qu’elle se soit traduite par un flux monétaire négatif. On a alors:

Flux monétaire = (S, — F,) — (S, - F,) <0

Soit
(S,-F)<(S,-F,)

Si le flux monétaire est négatif, la base se rétrécit entre la date de la vente et celle du
rachat du contrat a terme. Dans pareil cas, le prix au comptant diminue plus rapidement
que le prix a terme, et le gestionnaire ne récupére pas sur le marché a terme tout ce
qu’il a perdu sur le marché au comptant, d’oti le flux monétaire négatif enregistré par
le gestionnaire. Une telle situation est représentée a la figure 10.5.

19. Certains chercheurs définissent la base comme étant (F — S) plutét que (S — F).
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FIGURE 10.5  Une couverture défavorable pour un vendeur
de contrats a terme : une baisse de prix plus importante
sur le marché au comptant
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Prix A
F, s,
|
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Faisons maintenant I’ hypotheése que le gestionnaire ne rachéte pas son contrat,
c’est-a-dire qu’il ferme sa position seulement a I’échéance du contrat, soit a la date
T.On a:

Flux monétaire = (S, — F,) — (S; — F;)

Mais en vertu de la convergence entre les prix a terme et au comptant a
I’échéance d’un contrat, on peut écrire:

Flux monétaire = (S, — F,)

Comme nous I’avons déja mentionné, le flux monétaire est certain lors d’une
couverture pour laquelle le contrat a terme est détenu jusqu’a I’échéance: il est égal
a la base initiale. Cette base est généralement positive pour un titre financier et géné-
ralement négative pour un produit de base.

8. LE CAS PARTICULIER DES MATIERES PREMIERES

Dans cette section, nous généralisons le modele de valorisation des contrats a terme
écrits sur des instruments financiers au cas des produits de base détenus pour 1’'in-
vestissement. Puis nous envisageons le cas plus particulier des contrats a terme sur
des produits de base acquis pour la consommation.
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8.1. Les prix des contrats a terme des produits
de base détenus pour l'investissement

Certains produits de base sont acquis pour des fins d’investissement. On compte parmi
eux les métaux précieux: ’or, I’argent ou le platine. On transige surtout ces biens en
fonction de changements qui affecteront leurs prix®. A titre d’exemple, en période
d’inflation importante, I’or devient un placement trés rentable, car il est considéré
comme un bon réservoir de valeur. L’augmentation de son prix a alors tendance a
dépasser I’inflation.

Le modele de valorisation des contrats a terme écrits sur des produits de base
détenus pour fins d’investissement ne différe pas fondamentalement de celui que
nous avons présenté pour les contrats sur titres financiers. Les instruments sous-
jacents aux contrats a terme €crits sur des produits de base et détenus pour des fins
d’investissement comportent des colts de stockage, ce qui n’est pas le cas pour les
instruments financiers. On évalue ces contrats par le modele des cofits de portage
(cost-of-carry), qui généralise le modele utilisé pour valoriser les contrats a terme
sur instruments financiers.

Notre but est toujours de calculer le prix d’un contrat a terme en regard du
prix au comptant de I’instrument sous-jacent. Comme nous venons de le mentionner,
le modele généralement retenu pour déterminer le prix des contrats a terme est
celui des cofits de portage. Dans un contrat a terme, il s’agit de différer la livraison
d’un titre ou d’un produit de base. Nous devons donc comparer les avantages et les
inconvénients d’un tel transfert. Celui qui détient un contrat a terme jouit de certains
avantages en regard du propriétaire d’un instrument au comptant, en ce sens qu’il
s’évite certains cofts:

i) les colits d’intérét reliés a I’emprunt servant a financer 1’instrument au
comptant, ou, si 1’achat de ’instrument au comptant est payé a méme
I’avoir de I’acheteur, 1’intérét perdu — colit d’option — associé au « gel»
du capital dans I’instrument au comptant ;

ii) les colts d’entreposage et les colts d’assurance reliés a la détention de
I’instrument au comptant.

En effet, celui qui détient I’instrument au comptant doit en financer I’achat par
un emprunt s’il ne dispose pas des fonds requis pour acheter cet instrument. Il devra
donc payer un certain taux d’intérét sur le montant de cet emprunt qui, dans 1’univers
neutre au risque, est le taux sans risque. Celui qui acheéte un contrat a terme fait donc
I’épargne d’un tel colt d’emprunt. Si, par ailleurs, I’instrument a terme est financé a
méme 1’avoir de ’acheteur, ce dernier doit alors assumer un cott d’option. En effet,

20. 1II ne faut cependant pas oublier que ces produits de base ont aussi des utilisations industrielles.
Par exemple, I’or sert aux travaux de dentisterie, le platine est utilisé dans la fabrication des
automobiles, etc.
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une partie de son capital est maintenant immobilisée dans 1’instrument au comptant.
Le cott d’option représente 1’intérét que ce capital aurait pu rapporter ailleurs. Dans
I’univers neutre au risque, ce taux d’intérét est le taux sans risque.

L’acquéreur d’un instrument au comptant fait également face a des frais
d’entreposage?'. Le propriétaire doit louer un local & cette fin ou en acheter un; cela
représente un colt supplémentaire. En revanche, I’acheteur d’un contrat a terme n’a
pas a assumer de tels cofits.

Par ailleurs, la détention d’un contrat a terme comporte un désavantage par
rapport a celle de I’instrument au comptant, soit le revenu sacrifié (s’il existe) sur la
détention de cet instrument. Par exemple, le détenteur d’une obligation au comptant
touche périodiquement des coupons. Le détenteur d’un contrat a terme sur une obli-
gation n’y a pas droit tant qu’il ne 1’a pas achetée. Son coiit d’option est donc I’intérét
sacrifié entre-temps. Pour le détenteur d’un contrat a terme sur un indice boursier, le
revenu sacrifié a trait aux dividendes reliés aux titres qui composent cet indice.

Nous avons donc tous les éléments pour déterminer le prix d’un contrat a terme,
que nous désignons par F, en regard de la valeur au comptant de I’instrument sous-
jacent, que nous désignons par S, cela par la méthode des coflits de portage. Le prix
au comptant d’un instrument sert en effet de matiere premiere a la détermination du
prix a terme de ce méme instrument. Le principe de la détermination du prix a terme
a partir du prix au comptant est le suivant. Pour obtenir le prix a terme, il suffit:

i) de relever le prix au comptant de la valeur future des avantages reliés a
la détention du contrat a terme relativement a celle de I’instrument au
comptant. Ces avantages sont, d’une part, les colts de financement reliés
a la détention de I’instrument au comptant de la date d’achat du contrat a
son échéance, désignés par CF, et, d’autre part, la valeur future des cofts
d’entreposage, désignés par CE;

ii) de soustraire du prix au comptant la valeur future des désavantages reliés
a la détention du contrat a terme relativement a celle de 1’instrument au
comptant. Ces désavantages correspondent aux revenus sacrifiés qui sont
reliés a la détention du contrat au comptant. La valeur future de ces désa-
vantages est désignée par R.

Le prix a terme (F) d’un instrument entretient la relation suivante avec son
prix au comptant (S):

F =S + Valeur future des avantages — Valeur future des désavantages

F=S+CF+CE-R

21. Par exemple, un produit de base doit étre entreposé.
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Cette relation est I’expression du modele des colits de portage. Si cette rela-
tion entre les prix a terme et au comptant n’est pas vérifiée, il existe une possibilité
d’arbitrage, incompatible avec 1’équilibre des marchés financiers. Supposons que la
relation suivante soit observée:

F>S+CF+CE-R

11 s’ensuit alors:

F-(S+CF+CE-R)>0

Cette derniére expression nous révele qu’en vendant a la date O le contrat a terme et
en achetant I’instrument au comptant, on réalise un flux monétaire positif sans risque.
Voyons comment.

Supposons que CE est nul, pour ne pas surcharger le cas. L’opération d’ar-
bitrage est la suivante. A la date courante, soit la date 0, on réalise les transactions
suivantes:

i) vendre le contrat a terme au prix actuel F,. Cette vente ne donne lieu a
aucun flux monétaire ;

ii) acheter I’instrument sous-jacent au contrat a terme, soit I’instrument au
comptant, au prix actuel S,. Le flux monétaire correspondant est de —S;

iii) emprunter le méme montant, soit S, pour financer I’achat de ce bien. Le
flux monétaire correspondant est de S,,.

Au temps 0, le flux monétaire net des transactions est donc nul. Par ailleurs, a
la date de livraison T du contrat, on effectuera les transactions suivantes :

i) racheter le contrat a terme. Le profit (ou la perte) réalisé est alors de
(F, — Sp). C’est le flux monétaire correspondant a cette transaction ;

ii) livrer le bien relié au contrat a terme. Le coiit de cette livraison est de F,
mais en raison de la convergence des prix au comptant et des prix a terme
a I’échéance du contrat, F.. est alors égal a S,. Le flux monétaire associé
a cette transaction est donc de S;;

iii) rembourser le principal et I’intérét de I’emprunt initial, soit (S, + CF). Le
flux monétaire de cette transaction est de — (S, + CF);

iv) encaisser le revenu relié a la détention de I’instrument au comptant, soit
R. Le flux monétaire de cette transaction est donc de R.

La somme des flux monétaires reli€s a ces opérations, ou leur profit, est donc
égale a:

=Sg+ S+ F,-Sp +S;-(S,+CF) +R
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soit
F,-S,-CF+R

Or, cette expression est supérieure a 0 suivant I’hypothese initiale de cet
exemple, selon laquelle le prix a terme était supérieur au prix au comptant rehaussé
des coits de financement de I'instrument au comptant et diminué de ses revenus.
Un profit d’arbitrage, c’est-a-dire sans mise de fonds initiale et sans risque, est donc
possible quand une telle inégalité est observée. Cela démontre que le prix a terme
n’est pas alors un prix d’équilibre.

Supposons une composition annuelle continue des colits de financement, des
colits d’entreposage et des revenus des instruments au comptant. La relation d’équi-
libre entre les prix a terme et au comptant est alors la suivante :

F = S(rf+ce—re)T

ou rf et ce sont les cofits de financement et les colts d’entreposage exprimés en
proportion du prix au comptant, sur une base de composition continue, re, les revenus
de I’instrument au comptant, exprimés en proportion du prix au comptant sur une
base de composition continue, et T, la date d’échéance du contrat a terme, exprimée
en années.

8.2. Les prix des contrats des produits de base
acquis pour la consommation

A Dinstar des titres, les produits de base dont il a été question dans la section précé-
dente sont acquis pour des fins d’investissement ou de placement. Mais d’autres
produits de base sont surtout acquis pour la production ; c’est le cas, par exemple, du
pétrole et des produits agricoles. Les prix a terme de tels produits ne se déterminent
pas de la méme facon que ceux des titres ou des produits de base détenus pour I’inves-
tissement. En effet, il est généralement difficile de vendre a découvert les produits
de base détenus aux fins de production, car pour vendre a découvert, il faut d’abord
emprunter de tels biens. Or, le détenteur de ces biens en a sirement besoin pour sa
production, et il n’est probablement pas disposé a les préter pour qu’ils soient vendus
a découvert. Les produits de base détenus aux fins de production ont donc pour leur
propriétaire, un rendement implicite que nous appelons «rendement de disponibilité »
(convenience yield).

Dans les cas de contrats a terme de biens de production, il est possible
d’observer la relation suivante®:

22. Le terme R n’apparait pas dans cette expression, car les produits de base ne générent pas de revenu
explicite.
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S>F-CF-CE

Cette relation ne serait pas possible dans le cas des contrats a terme de titres
ou de produits de base détenus pour I’investissement, car elle donnerait lieu a une
opération d’arbitrage. Pour le démontrer, il suffit d’effectuer le raisonnement inverse
de celui auquel nous avons eu recours dans la section précédente et qui concernait
I’inégalité opposée entre les prix au comptant et a terme. Les transactions sont alors
les suivantes.

A la date O

i) vendre a découvert le produit de base. Cette vente donne lieu a un flux
monétaire positif de S;. On se soustrait ainsi a la valeur future des frais
d’entreposage, soit CE*;

ii) acheter le contrat a terme écrit sur ce produit de base au prix F,. Cet achat
ne donne lieu a aucun flux monétaire.

iii) préter le produit de la vente a découvert. Il en résulte un flux monétaire
négatif de —S,,.

A la date d’échéance du contrat a terme, soit T

i) enregistrer le profit cumulatif (ou la perte) résultant de I’achat du contrat
a terme: (F; — F;). Ce flux monétaire est aussi égal a: (S; — F,) en raison
de la convergence des prix au comptant et a terme a la date d’échéance
du contrat a terme ;

ii) fermer sa position sur le contrat a terme. Cette transaction donne lieu a
un flux monétaire négatif de —F,, qui est aussi égal a —S;;

iii) encaisser le principal du prét et I’intérét. Cette opération donne lieu a un
flux monétaire positif de (S, + CF).

La somme de tous les flux monétaires de ces transactions est de:
S,—F,+ CF+ CE

Or, cette somme est positive en raison de la relation initiale que nous avons supposée
entre les prix au comptant et a terme du produit de base. Une opération d’arbitrage
existe donc si le prix au comptant excede le prix a terme diminué des cofts de finan-
cement et d’entreposage.

Mais une des conditions nécessaires a un tel arbitrage est la possibilité de vendre
a découvert le produit de base. Or, comme nous I’avons mentionné auparavant, il est
difficile d’effectuer une telle transaction pour les produits de base qui sont détenus

23. On rappelle que CF, CE et R sont des valeurs futures dans ’expression du prix a terme.
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aux fins de la production. Par conséquent, le prix au comptant d’un produit de base
qui est détenu a des fins de production peut excéder son prix a terme diminué des
colts de financement et d’entreposage sans qu’une telle situation ne donne lieu a une
opération d’arbitrage. Et il n’y a aucune limite a un tel écart. Le prix au comptant
d’un tel produit de base aura tendance a excéder son prix a terme quand il existe une
pénurie du produit de base. Le marché pétrolier fut tres perturbé lors de la guerre
entre I’Irak et le Koweit au début de 1991. 1l en résulta une telle pénurie de pétrole,
en raison de la fermeture du golfe Persique et des pertes de pétrole subies au cours
de cette guerre, que le prix de ce bien au comptant surpassait a certains moments de
beaucoup son prix a terme.

On peut formuler une expression générale du prix a terme en y incluant tout
revenu implicite, tel le revenu dit de disponibilité d’un produit de base servant a des
fins de production. Dans la formule qui suit, nous faisons donc une distinction entre
un tel revenu implicite, que nous désignons par RI, et un revenu explicite, désigné
par RE. Les revenus explicites sont ceux qui sont versés directement en numéraire,
c’est-a-dire les revenus d’intérét des obligations ou les dividendes d’actions.

L’expression générale du prix a terme d’un produit de base ou d’un instrument
financier est alors la suivante:

F=S+CF+CE-RE-RI

Certes, il s’avere tres difficile de mesurer le revenu implicite (RI) d’un produit de
base qu’on prévoit utiliser pour la production. C’est la un terme que nous ajoutons
a I’équation du prix a terme pour indiquer notre degré d’ignorance a 1’égard de la
détermination des prix des contrats a terme de tels produits de base.

Sur une base de composition continue, 1’expression générale du prix a terme
est de:
F= S(rf+ce—re—ri)T

ou ri est le revenu implicite, exprimé en proportion du prix au comptant et sur une
base de composition continue.

8.3. La relation entre le prix au comptant
et le prix a terme d’'une devise?

Dans cette section, nous montrons comment se détermine le prix a terme d’une devise
—en I"occurrence le dollar canadien — par rapport a son prix au comptant. Cette relation
peut paraitre difficile a établir a premicre vue puisque 1’on raisonne ici en termes de

24. Pour un excellent exposé de cette relation, on consultera Daigler (1993), dont nous nous sommes
inspirés.
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taux de change: deux devises sont donc en jeu et non pas une seule entité comme
c’était le cas pour le prix a terme des produits de base et des titres. Cependant, la
relation entre le prix a terme et le prix au comptant d’une devise se détermine essen-
tiellement par le modele des cofts de portage. Par exemple, un investisseur américain
peut envisager d’effectuer des placements a court terme au Canada. Pour ce faire, il
doit emprunter des dollars américains: c’est le coiit de financement du modele des
colts de portage. Il convertira ses dollars américains en dollars canadiens et recevra
un rendement correspondant au taux d’intérét a court terme au Canada: c’est le revenu
du modele des colits de portage. Mais pour établir aujourd’hui le taux de conversion
des dollars américains en dollars canadiens, a 1’échéance de son placement, il vend
des contrats a terme de dollars canadiens. On voit que la transposition de la théorie
des coits de portage au cas des taux de change est directe.

Dans cette section, nous envisageons deux situations:

1. le cas d’un investisseur américain qui effectue des placements a court
terme au Canada;

2. le cas d’un investisseur canadien qui e